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  تعاریف و مفاهيم اوليه معادلات دیفرانسيل : فصل اول  - معادلات دیفرانسيل

  : نگاهی بر آنچه در این فصل خواهيم آموخت ١٫١

ادله دیفرانسيل چيست؟ مرتبه و درجه ی یک معادله دیفرانسيل چيست؟ معادلات دیفرانسيل به چند منظور از مع
دسته تقسيم می شوند؟ آیا تمام معادلات دیفرانسيل حل می شوند؟ منظور از جواب یک معادله دیفرانسيل 

  . . .چيست؟ آیا معادلات حل شدنی جواب منحصر به فرد دارند؟ و 

  ...ند که در این فصل در پی پاسخ آنها هستيماینها سوالاتی هست

  منظور از یک معادله دیفرانسيل چيست ؟   . ٢ .١

 .ناميم می عادی دیفرانسيل معادله یک را f مشتقات و y = f(x (تابع ، x مستقل متغير شامل معادله -١

 را با شد  xو مشتقات آن نسبت به متغير fیک تابع باشد ، معادله ای که شامل تابع اگر  -٢
 .می ناميم) عادی(یک معادله دیفرانسيل 

 معادله آن جزئی مشتقات با همراه مستقل متغير یک از بيش با مجهول تابع یک از متشکل ای معادله     - ١      
  ناميم می جزئی دیفرانسيل

له  و مشتقات جزئی آن باشد را یک معادfتابع دو متغيره یا بيشتر باشد، معادله ای که شامل  fاگر  -٣
 .دیفرانسيل جزئی می ناميم

، و اقتصاد، شناسی ستاره، شناسی زیست، علوم مهندسی، شيمی، فيزیک در ها پدیدهبسياری از قوانين حاکم بر 
  .اند  خود را در زبان معادلات دیفرانسيل پيدا نمودهریاضیترین بيان  و سادهترین   گوناگون دیگر طبيعیعلومبسياری از 

  : معادلات زیر نمونه هایی از معادلات دیفرانسيل هستند.١مثال 

   y' + y = 0: الف 

  : ب 

  : پ 



   y" + 4 y' + 4 y = 0: ت 

 و مشتقات آن yنمونه های بالا در می یابيم که ، یک معادله دیفرانسيل ، رابطه ای است که بين تابع مجهول از 
 .برقرار است

   مرتبه و درجه ی یک معادله دیفرانسيل.1. 3 

  :دو تعریف و دو مثال 

باشد ، آنگاه و  . . .و ' yو  y و x متغيرِ  n+2 تابعی از Fباشد و  x تابعی دلخواه از  y   اگر.١تعریف 
  معادله دیفرانسيل 

                                               )١(                                            
                                                     

  . ناميده می شودnیک معادله دیفرانسيل معمولی مرتبه ی 

ک معادله دیفرانسيل ، بزرگترین مرتبه ی مشتق موجود در آن، ، مرتبه ی معادله دیفرانسيل به عبارت ساده تر در ی
  .ناميده می شود

  معادله ی : ٢مثال 

  ) الف ( 

   است و معادله ی٢یک معادله دیفرانسيل معمولی مرتبه 

  ) ب ( 

  . است٣یک معادله دیفرانسيل معمولی مرتبه 

 و مشتقاتش yل را بتوانيم به صورت یک چندجمله ای بر حسب تابع مجهول  اگر یک معادله دیفرانسي :٢تعریف 
  .بنویسيم ، در این نمایش ، توانِ  مرتبه ی معادله را درجه ی معادله دیفرانسيل می گویيم

یک ) ب (  و از درجه ی اول است و معادله ی ٢ ، یک معادله دیفرانسيل مرتبه ٢در مثال ) الف (  معادله  :٣مثال 
  . است٢ درجه ٣دله دیفرانسيل مرتبه معا

  معادلات دیفرانسيلساختار

 :ویژگيهای متفاوتی دارد معادلات دیفرانسيل ساختارهای متفاوتی هستند و هر ساختار
 

  معادلات مرتبه اول از درجه اول •
o با متغيرهای جدایی پذیر  
o همگن  
o  یبرنول(خطی( 



o با دیفرانسيلهای کامل  
  معادلات مرتبه دوم •
  .ناهمگن) همگن ب) الف: لات خطی با ضرایب ثابتمعاد •
 روشهای عددی) سریهای توانی ب) الف: تکنيکهای تقریب زدن •

  

   جواب های یک معادله دیفرانسيل .۴٫١

است به طوری که ، تابع  I ، در بازه ی nدله دیفرانسيل معمولی مرتبه ی ا جواب یک مع :۴تعریف 

در این بازه موجود باشند و در معادله ی بع  ام تاnمشتقات مرتبه اول تا مرتبه 

  .صدق کنند

  .برای درک بهتر این مطلب به مثال زیر توجه کنيد

  در این صورت . را در نظر بگيرید معادله دیفرانسيل  :۴مثال 

یک جواب این معادله تابع . خواهد بود

 در معادله ی ٣موجودند و این تابع و مشتقاتش تا مرتبه دیفرانسيل است زیرا مشتقات این تابع از هر مرتبه ای در 
  :داده شده صدق می کنند 

  

 صدق می کند؟ یعنی آیا این تابع منحصر به فرد ۴، تنها تابعی است که در معادله مثال  آیا تابع :سوال 
  است؟

دارای يز در ن عدد ثابت دلخواهی باشد، در این صورت تابع cزیرا اگر . پاسخ این سوال منفی است
  :، در معادله ی داده شده صدق می کنند ٣مشتق از هر مرتبه ای هست و این تابع و مشتقاتش تا مرتبه ی 

  

  . ، یک جواب خواهد داشتc، به ازای هر ثابت دلخواه ۴بنابراین معادله دیفرانسيل یاد شده در مثال 



  کنند؟ صدق می ۴در معادله مثال  آیا تنها توابعی به شکل :سوال 

است در نظر بگيریم ،  یک ثابت دلخواه از cرا که زیرا اگر توابع . پاسخ این سوال نيز منفی است

امتحان . ( موجودند، در معادله دیفرانسيل یاد شده صدق می کنندآنگاه این تابع که مشتقاتش از هر مرتبه ای در 

است و در  نيز دارای مشتق از هر مرتبه ای در y = c یک ثابت دلخواه باشد، تابع ثابت  c همچنين اگر!! ) کنيد
  . صدق می کند۴معادله دیفرانسيل مثال

اکنون این سوال پيش می آید که از بين این همه جواب برای چنين معادلاتی ، کدام یک از آن ها را به عنوان جواب 
  :يم برد اصلی انتخاب می کنند؟ که در زیر با تعریف جواب عمومی به پاسخ آن پی خواه

  :جواب عمومی یک معادله دیفرانسيل   :۵تعریف 

، که این تابع به  ثابت دلخواهِ  n ، تابعی است شامل nجواب عمومی یک معادله دیفرانسيل مرتبه 

  .صدق کندازای هر مقدارِ  این ثابت ها ، در معادله دیفرانسيلِ  

یح یا ضمنی بيان کرد که جواب عمومی یک معادله دیفرانسيل را می توان به صورت صر

  .نمایش ضمنی آن استنمایش صریح جواب عمومی و 

این تابع به ازای .  است۴جواب عمومی معادله دیفرانسيل مثال  تابع  :۵مثال 

به مثلاً  تابع . صدق می کنددر معادله دیفرانسيل هر مقدار 

به ازای به دست آمده است و تابع ازای 

نيز جواب معادله یاد شده آنگاه ر به دست می آید و اگ
  .است

  :جواب خصوصی   :۶تعریف 

اگر در جواب عمومیِ  یک معادله دیفرانسيل ، به ثابت ها ، مقادیر معينی نسبت دهيم، جواب خصوصی به دست 
  .می آید

   .ازیمجواب خصوصی بيشتر در مورد مسأله ی مقدار اوليه لازم می آید که در بخش بعدی به بيان آن می پرد

  :جواب غير عادی   :٧تعریف 

این گونه جواب ها را . بعضی معادلات دیفرانسيل جوابی دارند که آن را نمی توان از جوابِ  عمومی به دست آورد
  .جواب غير عادی می گویيم

  مسأله ی مقدار اوليه. ۵٫١

 معادله را بيابيم که در شرط های زیر می خواهيم جوابی از این.  را به یاد آورید۴معادله دیفرانسيل مثال   :۶مثال 
  :صدق می کند 



  و و 

. استدیدیم که جواب عمومی معادله دیفرانسيل مورد نظر، به صورت : حل 

.  را قرار می دهيمy = 1 و x = 0برقرار باشد ، در جواب عمومی مقادیر بنابراین اگر بخواهيم شرط 
  :داریم 

  

  ، پس يم بنابر شرط دوم، بایستی داشته باش

  

  

  : ، یعنی   :و همچنين در شرط سوم داریم

  

با حل این دستگاه سه معادله و سه مجهول ، .  داریم و و سه مجهول iii و ii و iبنابراین سه معادله 

  :محاسبه می شوند مقادیر 

  

  :ر به دست می آید اکنون با قرار دادن مقادیر به دست آمده در جواب عمومی، جواب خصوصی مطلوب به صورت زی

  

  :  مسأله ی مقدار اوليه  :٨تعریف 

 شرط به طوری که بتوانيم با n ، معادله ایست با nمسأله ی مقدار اوليه ی متناظر با معادله دیفرانسيل مرتبه ی 
  .شرط ، جواب خصوصی را از جواب عمومی بيرون کشيم nاین 

  :ه اول تعابيری از جوابِ  یک معادله دیفرانسيل مرتب. ۶٫١

  تعبير هندسی :الف 

  تعبير فيزیکی :ب 

  تعبير هندسی: الف 

می . است که یک معادله دیفرانسيل مرتبه اول به صورت  دیدیم٣٫١ در بخش
  .را به روش هندسی به دست آوریمخواهيم جواب این معادله 



 تعریف شده و در آن ناحيه پيوسته باشد وxy از صفحه یDدر ناحيه یفرض کنيم در این معادله، تابع

. موجود استبنابراین. ، نقطه ای درون این ناحيه باشدبه مختصات

به مختصاتنقطه ی. رسم می کنيم، خطی با شيباز نقطه ی

، خطی باحال از نقطه ی.  باشدDطوری در نظر می گيریم که درونخط و نزدیک بهرا روی این

را روی این خط و نزدیکبه مختصاتنقطه ی. رسم می کنيمشيب

، خط شکسته ایبا ادامه ی این روند و انتخاب نقاط. باشدDطوری در نظر می گيریم که درونبه

دلخواهفاصله ی هر نقطه تا نقطه ی بعدی اش از( دیک به هم باشند،اگر این نقاط خيلی نز. رسم می شود

این منحنی دارای این خاصيت. ميل می کندخط شکسته به منحنی ای با معادله ی) کوچکتر باشد

پس این منحنی ، یک جواب معادله است و در. صدق می کنداست که شيب در هر نقطه ی آن در معادله ی

  .ق می کندصدشرط اوليه ی

، تغيير دهيم و همان کار ها را تکرار کنيم، منحنی جدیدی ، مانندDرا به نقطه ی دیگری دراگر نقطه ی

است اما شرط اوليه ی آن تغيير کردهبه دست می آید که آن نيز یک جواب معادله یمانند
  .است

  تعبير فيزیکی: ب

 tدر نظر گرفت که سرعت آن در هر لحظه یرا می توان معادله ی حرکت کتحرکیمعادله ی

، سرعت متحرک را درحرکت کند،اگر این متحرک روی مسير. استبرابر با

قرار دارد، شروعکه در مکاناگر متحرک از لحظه ی. نشان می دهد و مکانtلحظه ی

  .حرکت خود را آغاز کرده استبه حرکت کند، با سرعت اوليه ی
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