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 گفتار پیش
اي را  هاي اقتصادي، رياضيات، آمار و علوم رايانه هاي اقتصاد است كه نظريه اقتصادسنجي يکي از شاخه

كند. اقتصادسنجي هم يك گرايش در رشته اقتصاد است  هاي اقتصادي با يکديگر جمع مي براي مطالعة پديده

م اجتماعي كه آن را براي مطالعة علمي و هم يك ابزار بسيار قوي براي غالب اقتصاددانان و دانشمندان علو

هاي  دهند. هدف اولية اقتصادسنجي كاربردي نشان دادن نظريه مسائل و موارد ويژه مورد استفاده قرار مي

 باشد، كه عبارتند از: ها مي اقتصاد است. براي اين منظور اقتصادسنجي شامل دامنة وسيعي از فعاليت

 اقتصاد رياضي -اديهاي اقتص فرمول دقيق رياضي و نظريه (0

 نظرية اقتصادسنجي -هاي آماري براي مدل اقتصادسنجي و آمار توسعه و گسترش تکنيك  (2

 آمار اقتصاد -هاي اقتصادي آوري داده توسعه روشها براي جمع (1

كند، با  اقتصادسنجي به مقدار زيادي از آمار رياضي، تجزيه و تحليل عددي و علوم كامپيوتر استفاده مي

 ها در مسائل اقتصادي است. زي بيش از كاربرد مستقيم اين تکنيكوجود اين چي

توانند شرايط را تحت كنترل خود در بياورند و  اقتصاددانان مانند ساير دانشمندان علوم اجتماعي نمي

صورت انفعالي عمل  هاي آماري به آوري داده هاي مورد نيازشان را توليد كنند. عموماً ما در مرحلة جمع داده

هايي بدون ارتباط با تحقيق  دهيم كه كاملاً براي هدف هاي آماري را مورد استفاده قرار مي نيم و غالباً دادهك مي

 اند. مورد نظر، توليد شده

اي   هاي اقتصادي دسترسي دارد. تا اندازه اي غني از نظريه  دان به مجموعه از طرف ديگر اقتصادسنجي

هاي تجربي قرارگيرد، يعني در غالب اوقات، نظري،  ها و آزمايش حتواند جايگزين طر هاي اقتصاد مي نظريه

دهد. بعلاوه نظرية  بايد به هم مربوط باشند، ارائه مي اطلاعاتي درباره انواع عوامل اقتصادي و متغيرهايي كه مي

ظيفه ديگر تواند اطلاعاتي را درباره اهميت و آثار ميان متغيرهاي اقتصادي عرضه كند. در نتيجه و اقتصادي مي

هاي  اي بتواند وارد تلاش روش اقتصادسنجي اين است كه ابزاري را ارائه دهد كه توسط آن اطلاعات غيرنمونه

تواند انواع كلي  ساخت يك مدل شود. متاسفانه اقتصاد جزء علوم دقيقه نيست، درحالي كه نظريه اغلب مي

ان دهد و در مورد فرم دقيق رياضي نوعاً ساكت بايد در يك رابطة اقتصادي درگير شوند نش عواملي را كه مي

گيري توانايي فرد، درآمد دائمي و انتظارات ارائه  تواند پيشنهادي راجع به چگونگي اندازه است. همچنين نمي
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طور منطقي از مفاهيم اوليه  باشند. نتايج نظريه به هاي اقتصادي ماهيتاً قياسي مي دهد. در حقيقت نظريه

كنيم به واسطة فرايندي كه  هاي اقتصادي كه مشاهده مي چ تضميني وجود ندارد كه دادهكند. هي پيروي مي

 ايم، توليد شده باشد. توسط نظرية خاص اقتصادي تشريح كرده

كند كه تمرين اقتصادسنجي توام با يك نااطميناني است. يك راه  همه اين عوامل ما را متقاعدتر مي

هاي اقتصادي وجود دارد، واردكردن جملة  ني در داخل تجزيه و تحليلمشخص و آشکار كه ثابت كند نااطمينا

 كند. هاي تصادفي مي هاي جبري را تبديل به مدل باشد كه مدل تصادفي در روابط اقتصادي مي

 دلايلي به شرح زير براي وارد كردن جزء اخلال در مدل وجود دارد.

باشد كه  ست و تقريبي از روابط واقعي ميها براي تحقيقات كاربردي ا شود كه مدل بحث مي اولاً:

كار  ها براي آزمون و يکپارچگي نتايج قضايا به طور كه مدل ها، همان كند. نظريه هاي آماري را توليد مي داده

باشند. دو نوع منبع و پاية تقريب وجود دارد: يکي حذف عوامل از ملاحظات فکري  شود، تقريبي مي برده مي

وط است و ديگر اين كه تشخيص رابطة تبعي رياضي كه در عمل انتخاب شده است و الاصول نامرب  كه علي

احتمالاً از يك فرم تبعي واقعي گرفته نشده است. جمله اختلال و تصادفي يا جملة خطا بيانگر چنين صورتي 

 از تقريب است.

ك مدل براي وارد كردن جملة خطا آن است كه حتي اگر تمام متغيرهاي مربوط در ي ثانیاً:

طور صحيح طراحي شده بود، رابطة بين متغيرها دقيق نيست،  اقتصادسنجي داخل شوند و فرم تبعي نيز به

 دليل اين كه در رفتار واحدهاي اقتصادي جبر وجود ندارد. به

برند كه به درستي نشانگر عوامل  كار مي اي را به گيري شده ها اغلب متغيرهاي اندازه در آخر، اقتصاددان

عنوان نماينده  وسيلة متغيرهايي كه به گيري در خط به اشند كه توسط نظريه بيان گرديده است. اين اندازهب نمي

هاي اقتصادسنجي از روابط اقتصادي، دقيق  شوند كه ارائه مدل شوند ايجاد شده و موجب مي كار برده مي به

آنها ممکن است به يك مدل خاص مربوط الجمع نيستند و هركدام يا همه   ها مانعه نباشند. البته اين قضاوت

شود. وارد نمودن جمله تصادفي خطا در يك مدل اقتصادسنجي بدين معني است كه براي مشخص نمودن 

هاي رياضي كه بين  اي از متغيرها را كه در روابط اقتصادي و فرم كامل يك مدل و رابطه نبايد فقط مجموعه

 اي از فروض را هم به روي توزيع جمله اخلال قرار داد. يد مجموعهبا متغيرها وجود دارند فرض نمود، بلکه مي
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هاي آماري، ابزار و وسايل  شوند، نظريه طور صحيح مشخص مي سنجي به هاي اقتصادي وقتي مدل

هاي ارزيابي نتايج و عملکرد آن  ها و راه آورند، فرضيه اي پارامترها را فراهم مي اي و نقطه هاي فاصله تخمين

 كنند. ، آزمون ميقوانين را

شوند، آنگاه قوانين و قواعد و  اگر نااطميناني منجر به اين شود كه اينها به يك مدل غيرصحيح ختم مي

ها و تبيين صحيح نداشته باشند، در نتيجه تمركز ديگر نظريه  مراحل انجام شده ممکن است ديگر ويژگي

دهاي مختلفي براي كشف و ارائه صحيح اقتصادسنجي بر اين است كه به نتايج فروض غلط و توسعه مت

 توان تخمين زد مختلف است: هاي مختلف منجر گردد. دلايلي كه يك مدل اقتصادسنجي را مي تصريح

مند است ساختار اقتصاد و رفتار واحدهاي اقتصادي را مورد مطالعه قرار  طور طبيعي علاقه اقتصاددان به

هاي اقتصادي را  دارد كه صحيح بودن نظريه قتصاددان را واميهاي اقتصادي در روابط اقتصادي ا دهد. امنيت

زده شده غيرمفيد و نامناسب تشخيص داده نشد، اطلاعات تعدادي براي  آزمون كند و اگر مدل تخمين

اند،  دهد. اين اطلاعات تعدادي علاوه بر اين كه دانش عمومي ما را افزايش داده دست مي هاي اقتصادي به پديده

 توان استنباط كرد. ديگر از آن ميچند وظيفه 

گيرد. اين  روابط اقتصادي تخمين زده شده پايه و اساس پيش بيني متغيرهاي مهم اقتصادي، قرار مي

ها ممکن است براي سياستگذاران اقتصادي ارزشمند باشد. كساني كه دوست دارند آثار و  بيني پيش

 آورد را پيش بيني كنند. وجود مي كنترل آنها بههايي را كه در تغيير متغيرهاي اقتصادي تحت  حساسيت
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 فصل اول

 فصل اول
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 فصل اول
 

 

 چند متغیره مدل رگرسیون خطی کلاسیک 4 -4
 مدل خطي زير را در نظر بگيريد:

TtXXXY ttkkttt ,,12211    

tYعبارت است از مشاهدهt ،ام از متغير وابستهtiX عبارت است از مشاهدهt    ام بر روي متغيرر مسرتقل

i  .امiضريب متناظر با متغير مستقلi باشرد. و برالاخره   در مدل رگرسيون ميt      جملره خطرا مربروط بره

گرذاري   زننرده نيرز نرام    توانيم رگرسور و جمله خطا را متغير بر هرم  باشد. متغير مستقل را مي ام مي tمشاهده 

 ميباشند.در مدل توضيحي تعداد رگرسورها يا متغيرهاي Kاز تعداد مشاهدات وعبارتست Tكنيم. 





















Tk2T1T

k22221

k11211

xxx

xxx

xxx

X









 

 توانيم بصورت زير بنويسيم: مدل فوق را مي

  XY 
KTماتريس  1T  ،Xبردار  Yكه    و  1بردارT باشد بنابراين: مي 

     k1T21T21 ,,,,,Y,,Y,YY   
 

 

 هاي اولیه مدل کلاسیک فرض 4-4-2
0- X2با مرتبه 0تصادفيماتريسي غير  TK   هراي برزرک كره تعرداد      باشرد بطوريکره در نمونره    مري

 كند: نهايت ميل مي مشاهدات به سمت بي

QTXXLimT 
 )/( 

Q پذير( است. يك ماتريس غيرمنفرد )معکوس 

                                                 
1. Nonstochastic  

2. Rank 
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 2



 ابل مشاهده است به نحويکه شرايط زير را برآورده سازد:شامل خطاهاي غيرق بردار  -2

IEii

Ei

2)()

0)()








 

 را بصورت زير تعريف كنيم: Yتوانيم ميانگين شرطي متغير وابسته  مي i)(باتوجه به شرط 

XxyE )( 

تروابعي خطري از متغيرهراي     tyرياضري متغيرهراي تصرادفي    مفهوم عبرارت برالا ايرن اسرت كره، اميرد      

شود، آن را متغيرر وابسرته    توضيح داده مي tiXتوسط متغيرهاي tyباشند. بدليل اينکه متغير مي tiXمستقل

 ناميم. مي

تواند  كند بطوريکه مثلاً تعداد آنها نمي رفتار متغيرهاي مستقل را محدود ميفرض اول كلاسيك توجـه: 

تواند روي همه مشاهدات صرفر   چنين هيچ يك از اين متغيرها نمي با سرعت افزايش مشاهدات افزايش يابد، هم

 باشد و يا رابطه خطي با متغيرهاي ديگر مستقل داشته باشد.

 (0مثال )

tttt XXY   2211 
12فرض كنيد  tt CXX  : در اينصورت نشان دهيد كه 








 


T

XX
LimT 

 يك ماتريس منفرد است.

 

خطي بين متغيرهاي مستقل را نفي كرده است و آن بخراطر مرتبره تعريرف     چنين وجود هم ( هم0فرض)

 باشد.Xتواند تركيب خطي از ساير ستونهاي نميXاست. چون هيچ ستوني از ماتريس Xشده  

كند بطوريکه اين جملات همگري   ( از فروض كلاسيك توزيع احتمال جمله اخلال را مشخص مي2فرض)

 اند. ، توزيع شده 2بطور مستقل و يکنواخت با ميانگين صفر و واريانس ثابت 

 

 

 

 

 

 (OLS) 8روش حداقل مربعات معمولی 4-4-8
kمسئله تخمين مدل خطي كلاسيك مستلزم تخمين پارامترهراي مجهرول   ,,1   2و  باشرد.   مري

12روش حداقل مربعات معمولي، مقادير  ,,,  k كند كه مجمروع مربعرات خطاهرا     را بنحوي انتخاب مي

 مينيمم شود، يعني :

 
2T

1t

tkk1t1t

^

XXY)(S 


  

                                                 
3 . Ordinary Least Square 
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 3



 كه بصورت ماتريس خواهيم داشت:

    XYXYS 


 
 

دادن آن  و سرپس برابرر صرفر قررار     گيري نسبت به  شرايط لازم براي مينيمم كردن تابع بالا با مشتق

 بدست خواهد آمد، لذا خواهيم داشت:





XXYXYYS

XXXYYXYYS





2
 

 نرمررال ت معادلا

  

022              : يررا     


 




XXYX
S 

      YXXXXXYX 



1

 

  

 ماتريس مشتق دوم اين تابع عبارتسرت از :

XX
S





2

'

2


 

رذااست، ل 4اين ماتريس ، مثبت معين


 تابعS كند. را مينيمم مي 

 

كوواريانس -ماتريس واريانس
^

  :نيز يه صورت زير است 

   

      11

11

^^

)')(())'())((()(













XXXEXXX

XXXXXXE

EEEEVC







 

 

چون   IE 2 ور نميکنرد عبر هاي غيرتصادفي  است كه از كميت عملگريباشد و اميد رياضي  مي 

كوواريانس  –لذا ماتريس واريانس 


: برابر است با 

  12 










XXVC  

 

                                                 
4. (Positive Definite) 
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 4



 )گوس و مارکف( GAUSS – MARKOVقضیه  4-4-1
در ميرران  5زننررده خطرري و برردون تررورش بهترررين تخمررين OLSزننررده گويررد تخمررين ايررن قضرريه مرري

BLUEهاي خطي و بدون تورش است كه به آن زننده تخمين
 شود. گفته مي 1

 

   

   

  







XXX

XXXXXXX

XXXX

YXXX




















1

11

1

1

 

              غيرتصادفي است. Xچون 

    EXXXE 






 


1 

چون   0E .است              

 











E  

و لررذا 


است. 8بدون تورش 

زننرده  براي نشان دادن كارآيي )حداقل واريانس داشتن( تخمين


  و اينکرهOLS    بهتررين اسرت، اجرازه

 كنيم: بگيريم. ابتدا ناتور بودن را بررسي ميزننده خطي ديگري را در نظر  دهيد تخمين

HY  

                  بطوريکه:

  CXXXH 
1 

 كه يك ماتريس ثابت است، سپس: 

    HXEEHHX   ,  

IHXكند كه :   شرط بدون تورش بودن ايجاب مي  .باشد 

  CXICXXXXXHX 
1

 

IHXلذا در صورتي      0خواهد برود كرهCX  وc        غيرتصرادفي باشرد كره در برالا ثابرت در نظرر

 خطي و بدون تورش است. زننده گرفتيم. پس تخمين

 عبارتست از: اما ماتريس واريانس كوواريانس

    

     
      CCXXCXCXXXXXXX

CXXXCXXXE

HHEE

1112

11
















 

              است. 0CXچون   CCXX 
 212  

                                                 
5. Bias 

6 . Best Linear Unbiased Estimator 

7. Unbiased  
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 5



CCولي   يك ماتريس مثبت شبه معين است. لذا واريانسبزرگتر از واريانس ،


 .است 

تلافچون اخ


  زن معين است بنابراين تخمين يك ماتريس مثبت شبه


    كروچکترين واريرانس را

زننده بردون ترورش نيرز     هاي خطي كارآ است و چون يك تخمين زننده دارد و در نتيجه نسبت به ساير تخمين

 نامند. )بهترين، خطي، بدون تورش( ميBLUEزننده  خمينرا يك تOLSاست به همين دليل

 

 ادآوري:ی

هاي كوچك صادق است. يعنري باتوجره بره فرروض مردل       ماركف تنها در مورد نمونه -: قضيه گوس اولاً

)(اي از نمونه كه كلاسيك نتيجه قضيه براي هر اندازه KT ن تورش است.زننده بدو  باشد تخمين 

داراي تروزيعي   ما در اينجا نوع توزيع جمله اخلال را مشرخص نکررديم پرس ضررورتاً نبايسرتي      ثانیاً :

 نرمال باشد.

يك تخمين بدون ترورش اسرت كره برابرر      2قضيه: در مدل رگرسيون خطي كلاسيك، تخمين 0-0-5

 است برا :

KT 






 


2

3  

                 بطوريکره: 


  XY 

اثبررات: بدون تورش بدون
2

آيد. با گرفتن اميد رياضي از مربع تخمين جملات اخلال بدست مي 

    YXXXXIYXXXXYXY 



11

  

  XXXXIM 
1    كه MY 

 

           يررا:

    

  



MMXXXXXX

XXXXXI










1

1

 

 

 است يعني: 7يك ماتريس متقارن و همقوهMماتريس توجه:

MMMM

MM





2
 

 برابر است.M، 1با اثر Mبه نحويکه مرتبه

بنابراين مجموع مربعات


 بارتست از:ع 

                                                 
8 . Idempotent 

9 . Trace 
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 6



   




















MEMMEE  

 لرذا :و اثر آن با خودش برابر است يك اسکالر است  Mچون
    MEtrME   

چون      BAtrABtr                 MEtr 

            يك تابع خطي است. trچون   MtrE 

            غيرتصادفي است. Mچون   EtrM . 

        trMItrM 22   
              داشتيم:

  XXXXIM 
1 

         كه:  XXXXXtrtrItrM t
  11 

        چون  trBtrABAtr  

                چون   trBAtrABXXXXtrtrIT 
1 

             KTtrItrI KT  
                لررذا :

 KTE 












  
2 

                بنابراين:

2/  















 

KTE 

بدون تورش بودن
2

 .ثابت شد 
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 ت مدلهاي اقتصادسنجییفصل اول: ماه 7



 مثال:
 مربوط به درآمد قابل تصرف و مخارج بخش خصوصي آمده است.هاي آماري  پراكندگي داده  0در شکل 

 4شکل 

  4883-4823پراکندگی داده هاي مخارج بخش خصوصی در مقابل درآمد قابل تصرف 

 
 

 4جدول  

 نتایج تخمین تابع مصرف

48 

 

 2شکل 
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 تخمین آن و جملات پسماند -ترسیم متغیر مشاهده شده
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 دومفصل 

 دومفصل 
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 فصل دوم

 

 

 متغیر وابسته تغییرات تجزیه 2-4
بطور كلي در يك مدل رگرسيون ، كل تغييرات متغير وابسته برابر است با مجموع تغييرات توضيح داده 

 01 مولا بصورت زير نوشته ميشود:شده و مجموع خطاها كه مع

 

(0)   TSS= ESS + RSS                                                                   

 مجموع خطاها  + مجموع تغييرات توضيح داده شده =كل تغييرات                              

                                 يا ميتوانيم آنرا به صورت زير بنويسيم:                  و

 




2
t

^
2

^

t

^
2

t u)yy()yy( 

 كنيم. براي اثبات اينکه رابطه فوق برقرار است ابتدا قضاياي زير را بر رسي مي

                                                 
10 . TSS = Total Sum of Square 

    ESS = Explained Sum of Square 

    RSS = Residual Sum of Square 
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ام از متغير وابسته برابر است با برآورد همان مشاهده بعلاوه برآورد  tمي دانيم كه مشاهده  -0قضيه 

 تغيير وابسته يعني:ام از م tخطاي متناظر با مشاهده 

(2                                                                                    )ttt uyy ˆˆ   

موع مجذورات طرفين درنظر بگيريم، مج  tûو  ty  ،tŷحال چنانچه بردار مشاهدات را براي

 ( با استفاده از جبر خطي بصورت زير خواهد شد:2رابطه )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

y y y u y u

y y y y u y y u u u

   

        

 در سمت راست برابر صفر است، چون داريم: سوموم و دمي توان نشان داد كه جملات 

^

1

1

ˆˆ ˆ [ ]

ˆ[ ( ) ]

ˆ( )

y u x u

x x x x y u

y x x x x u






 

  

  

 

ˆ از طرفي به دليل عدم ارتباط بين جملات پسماند و متغيرهاي مستقل 0x u است 

01:                                               چون    yxxxxIxyMxux ))((ˆ 

 پس ثابت شد که:   

                                                                                                                       
^ ^

ˆ ˆ' ' 0y u u y  

(                                                                               1لذا داريم:      )

uuyyyy ˆˆˆˆ   

 

چنانچه مدل رگرسيون خطي داراي عرض از مبدا باشد ميانگين جملات پسماند برابر با صفر  -2قضيه 

0است.    يعني :  


û 

 اثبات:

0uxاز قبل داشتيم     چنانچه آنرا به صورت ماتريسي باز بنويسيم داريم: ˆ
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^

.1

.1, ... , .

^

1

ˆ ˆ[ ]

.

ˆ 0

ˆ 0

k

k

t t

tk t

x u

x u x x u

x u

x u

x u

 


 
   
 
  

   
   

    
     





 

اول برابر صفر باشد. لذا جمله اول اين بردار برابر  بردار تك عناصر رابطه فوق زماني برقرار است كه تك

 صفر است. پس داريم:

1
ˆ 0t t

x u  

1اگر مدل داراي عرض از مبدا باشد  1tx :است و خواهيم داشت 

1
ˆ ˆ ˆ0 0t tu u u

T



     

اگر مدل رگرسيون خطي همچنان داراي عرض از مبدا باشد، ميانگين مشاهدات بر روي  -1قضيه 

yyن برآورد آنها،   يعني:  متغيرهاي وابسته برابر است با ميانگي


ˆ 

 ( داريم:2اثبات: از رابطه )

 

  

  





ttt

ttt

u
T

y
T

y
T

uyy

ˆˆ

ˆˆ

111 

 چون جمله دوم سمت راست برابر صفر است، پس :

yy


ˆ 

 ( را اثبات نمود:0( رابطه )1(، )2(، )0حال ميتوان با توجه به قضاياي  ) -4قضيه 

yyچون 


2( مقدار 1مي باشد از سمت راست رابطه) ˆ


yT را كسر 2yTو از سمت چپ آن مقدار  ˆ

 مي كنيم:
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 لذا حکم ثابت شد:    و

^^

2

^^^2

u'uyTy'yyTy'y 




                                                

      


2
t

2
t

2
t û)ŷŷ()yy( 

 چون:

22 2

2

2
2

( )

ˆ ˆˆ ˆ( )

t t

t
t

y y y Ty

y T yy y




  

 

 

 
 

پس چنانچه مدل داراي عرض از مبدا باشد، مجموع تغييرات متغيير وابسته برابر است با مجموع  

 تغييرات توضيح داده شده بعلاوه مجموع خطاها كه آنرا مي توان بصورت فوق نوشت.

  4شکل  

 متغیر وابستهتجزیه تغییرات 

 

Rضریب تعیین یا خوبی برازش:  2-2
2  

R
دهد كه چند درصد  دهد. يعني نشان مي يا ضريب تعيين، قدرت توضيح دهندگي مدل را نشان مي  2

تست از نسبت تغييرات توضيح اند و عبار تغييرات متغير وابسته توسط متغيرهاي توضيحي، توضيح داده شده

 داده شده به كل تغييرات:

2 1
ESS TSS RSS RSS

R
TSS TSS TSS
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Rبعبارت ديگر 
 عبارتست از :  2

2^ ^ ^
2

2

2 2

( )
1

( ) ( )

tt t

t t

y y u
R

y y y y



 


  

 

 

 
 

10چنانچه مدل داراي عرض از مبدا باشد  2 R .مي باشد 

 رفت:در نظر گ 2Rصورت ديگري ميتوان براي

2

2

2 2

1
ˆ ˆ[ ( )( ) ]

1 1
ˆ ˆ( ) ( )

t t

t t

y y y y
TR

y y y y
T T





 



 



 
 

عبارت است از ضريب همبستگي ساده بين متغيير وابسته و برآورد آن يا 2Rرابطه بالا نشان ميدهد كه 

 بعبارت ديگر نشان دهنده ضريب همبستگي بين مقدار واقعي متغير وابسته و مقدار برازش شده آن ميباشد.

داراي عرض از مبدا نباشد مقدار ضرورتا بين صفر و يك نخواهد بود ممکن است توجه: چنانچه مدل 

 مقدار منفي نيز اختيار كند.
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با توجه به داده هاي آماري زير مدل اثرات درآمد ملي و نرخ بهره را برروي سرمايه گذاري بررسي  :مثال

 ميکنيم.

YEAR GNP INVEST CPI INTEREST 

1968 873.4 133.3 82.54 5.16 

1969 944 149.3 86.79 5.87 

1970 992.7 144.2 91.45 5.95 

1971 1077.6 166.4 96.01 4.88 

1972 1185.9 195 100 4.5 

1973 1326.4 229.8 105.75 6.44 

1974 1434.2 228.7 115.08 7.83 

1975 1549.2 206.1 125.79 6.25 

1976 1718 257.9 132.34 5.5 

1977 1918.3 324.1 140.05 5.46 

1978 2163.9 386.6 150.42 7.46 

1979 2417.8 423 163.42 10.28 

1980 2633.1 402.3 178.64 11.77 

1981 2937.7 471.5 195.51 13.42 

1982 3057.5 421.9 207.23 11.02 

 

مدل اول رابطه بين سرمايه گذاري حقيقي و توليد ناخالص ملي حقيقي را بررسي ميکند كه نتايج در 

 آمده است. 0جدول 

 0جدول 
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آمده است و  2در مدل بعدي به منظور روند زدايي از متغيرها متغير زمانرا نيز وارد ميکنيم.  نتايج در جدول 

ير محسوسي نموده است و اين نشانگر آنست كه اثرات متغير گذاري تغي ملاحظه ميشود كه ضريب سرمايه

زمان نه تنها باعث كاهش اثرات توليد ناخالص ملي حقيقي نگرديده است بلکه موجب افزايش آن نيز گرديده 

است.  چون گمان ميرفت وجود مروند در متغيرهاي سري زماني منجر به ايجاد رابطه كاذب بين متغيرهاي 

ر حاليکه ملاحظه ميکنيم در اينجا روند زماني حتي اثرات رو به پايين بر روي سريهاي نامربوط ميشود. د

 زماني داشته است.
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 2جدول 

 

 

حال اجازه دهيد به منظور تصريح بهتر مدل متغير نرخ بهره حقيقي را كه حاصل تفريق نرخ تورم از نرخ بهرره  

 است. آمده 1اسمي است را در مدل وارد كنيم. نتايج در جدول 
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 8جدول 
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 فصل سوم

 

 

 44تئوري مجانبی 8-4

Tطور كلي تخمين زننده  به



   تابعي از متغيرهاي تصادفيtY :است يعني 

 )Y,...,Y,Y(F T21T 


 

Tچنانچه بتوانيم توزيع 



   را از توزيعtY  ها محاسبه كنيم در آنصورت قادريم ويژگي،هايT



   را از

Tطريق توزيع 



تجزيه و تحليل كنيم ، ع نداريم ممکن است به دو اگر همه اطلاعات لازم را درباره توزي

Tهاي  چنانکه آن هم ميسر نباشد ويژگي گشتاور اوليه )ميانگين و واريانس( اكتفا كنيم



 توانيم وقتي  را مي

 گويند شود تجزيه و تحليل كنيم اين عمل را تئوري مجانبي مي حجم نمونه بزرک مي

 

42حد احتمالی دنباله تصادفی 8-2
 

T21دنبال تصادفي  Y,...,Y,Y  را كه داراي توزيع(.)F....(.)F,(.)F n21 طور احتمالي  باشد به مي

 كند اگر: گرايش پيدا مي Cسمت ثابت  به

   0for0cYpLim t  
مربوط به  Fn(.)رست بودن آن توسط تابع توزيع نامساوي داخل پرانتز يا صحيح است يا غلط، احتمال د

TY,C,  شود تعيين مي 

Y,Y..,دنباله تصادلي متغيرهاي  كند اگر حد اين دنباله  گرايش پيدا مي  Cسمت ثابت  در احتمال به 21

 صفر شود 0احتمالات براي 
 CYlimP t

T



 

                                                 
11 - Asymptotic Theory. 

12 - Convergence in Probability of a Random Sequence. 
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باشد اين مفهوم دقيقاً برابر است با اينکه بگوييم: دنباله   مي Cيعني حد احتمالي دنباله تصادفي برابر با 

T1 Y,,...Y  در احتمال به سمتC كند، اما كلمه حد احتمال داراي اين امتياز است كه روي  گرايش پيدا مي

T1كند وقتي  تاكيد ميتفاوت آن با حد معمولي  Y,,...Y  دنباله غيرتصادفي با حدC توانيم  باشد، مي مي

T1مطمئن باشيم كه  Y,,...Y  كه |cY| t  است وقتيT شود به اندازه كافي بزرک مي  وقتيT1 Y,,...Y 

گوييم  يفقط م باشد مي Cدنباله تصادفي با حد  |cY| T  با احتمال دلخواهي كه نزديك به يك است

 حد معمولي حالت خاصي از حد احتمال است صحيح است

n21مثال: دنباله تصادفي  x,...,x,x   را در نظر بگيريد كه داراي ميانگين  2و واريانس  با توزيع

 نرمال است

 گين نمونهميان
N

X
X

i
n


 

 
N

)X(Var
2

 

 كند ميل مي طور احتمالي به سمت  به nXآنگاه 

   0for0XpLim  

 XlimP يا:

 

 شف اثبات از طریق قضیه نامساوي چه بی

، احتمال انحراف از 2و واريانس  ا ميانگين معين  ب Zگويد براي هر متغير تصادفي  اين قضيه مي

ضربدر انحراف معيارش حداكثر برابر  Kميانگين برابر يا بزرگتر از 
2K

 است 1

 يعني :   0K
K

1
KZP

2
 

و واريانس  ميانگين   nxدر مورد مثال 
n

2 صورت زير خواهد  طوريکه نامساوي فوق به باشد به مي

 شد

 
n

KX


 

 يعني:



n

K 

  
2

2

n
n

XP



 

چون 
n

2 كند در حد بسمت صفر ميل مي :در نتيجه 

   0XPLim n  

 منتیجه بسیار مه 
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 48قضیه خین چین 8-8
n21اگر  x,...,x,x و با ميانگين معين  04متغيري با توزيع مستقل و يکسان  باشد در آنصورت متوسط

 xxn در احتمال به سمت ،  05كند ميل مي
  

 آورد ني به ميان نميسخ  xتوجه كنيم اين قضيه راجع به واريانس 

 

 قضایاي اسلاتسکی 8-1
n1باشد همچنين اگر دنباله تصادفي  نتايج فوق قابل تعميم به بردارها و ماتريسها مي Y,,...Y  داراي حد

 كند يميل م Cسمت تابعي ا ز  نيز به Yiباشد، تابعي پيوسته از  مي Cاحتمالي 
 )c(g)y(limP(g)y(glimP

n
n

n
n 



 

blimPalimP)balim(P موارد استفاده: tt  

 blimP/alimPb/alimP tt  

 blimP.alimPbalimP tt  

 talimPta
eelimP  

 1
t

1
t )AlimP(AlimP   

 42سازگاري 8-5

اي را در دست داشته باشيم مانند  دهحال چنانچه بجاي دنباله تصادفي، تخمين زنن


  كه برآوردي از 

nباشد اگر  پارامتر جامعه مي



 سمت  در احتمال به :گرايش پيدا كند داريم 

 0for0pLim n 











 

 يا:

 



n

n
limP 

 گويند تخمين زننده فوق را سازگار مي

كند، اين جمله برابر است يا  ميل مي سمت  در احتمال به xمثلاً در مورد مثال ميانگين نمونه گفتيم 

0و  )x(Eباشد و اين مسئله با نشان دادن اينکه  مي تخمين سازگاري از  xاينکه بگوييم 
n

2


 

 شف( )براساس قضيه چه بي روشن شد

پس: شرط كافي براي آن كه 


  سازگار باشد آنست كه در حد بدون تورش باشد و واريانس آن به سمت

 صفر ميل كند:

 0)(VarLimو)(ELim 


 

                                                 
13 - Khintchine’s Theorem. 

14 - Independently Identically Distributed. 

 باشد ز طريق تابع گشتاور ميسر مياثبات اين قضيه ا -51

16 - Consistency. 
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زم نيست يعني ممکن است تخمين زننده داراي تورش باشد ولي توجه كنيم شرط كافي است ولي لا

 كند سازگار باشد يعني تورش در حد به سمت صفر ميل مي

گويد اگر  مي Khintchineدر بعضي موارد حتي لازم نيست واريانس آن معين باشد: قضيه 

n21 x,...,x,x  متغيرi.i.d   با ميانگين معين   باشد، درآنصورتnX  تخمين سازگاري از  است 

 

 تحت شرایط استاندارد مدل رگرسیون خطی  OLŜسازگاري  8-5-4
ار كمي وجود دارد كه تخمين شود، شانس بسي گويد وقتي حجم نمونه بزرک مي در حقيقت سازگاري مي

 يك پارامتر متفاوت از خود پارامتر باشد

 UX)XX(ˆ 1   

Q با توجه به فرض اينکه:
T

XX
Lim 

 

 داريم:

 )ˆ(E 

 12 )XX()ˆ(Var  

 0)
T

XX
(

T
)ˆ(VarLim 1

1Q0

2




 



 

 اي سازگار است كند تخمين زننده سمت صفر ميل مي ورش است و واريانس آن بهبدون ت ̂لذا چون 

 

 2̂سازگاري  8-5-2

 
KT

U َU
ˆ 2






 

 22 )ˆ(E  

 
KT

2
)ˆ(Var

4
2




 

08بدون تورش است، سازگار است كند و چون واريانس آن به سمت صفر ميل مي
 

 

 OLSهاي  زننده براي تخمین 43توزیع احتمالی 8-5-8

 صورت زير معرفي كرديم: را به ̂قبلاً در قضيه گوس و ماركف 

 UX)XX(ˆ 1   
  

 باشد پس: مي ut، تابعي خطي از ̂ لذا اختلاف

  )ˆ(Eيعني  اگر از اين عبارت اميد بگيريم اميد اين اختلاف صفر است

                                                 

17 - )KT(2)(VarKT)(E~
ˆ

)KT( 2
KT

2
KT

2
KT2

2





   

18 - Probability Distribution. 
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 و اگر:

 ),0(N~u 2
i  

ˆ~XX(,(N(( در نتيجه: 12  

 صورت زير است: به  2̂شود استفاده مي 2̂جاي آن از  معلوم نيست و به 2اما معمولاً 

 
KT

U َU

KT

û
ˆ

2
t2









 

MuMyûقبلاً ثابت كرديم   پس 

(0) MUU  َMYYU َU 


 

 تقارن و هم قوه استاست كه م Mباشد كه ماتريس وزني آن  مي ut( فرم درجه دوم برحسب 0عبارت )

M(RankKT)M(Trace( طوريکه: به  

را طوري پيدا كرد كه   Cمتقارن است لذا اين امکان وجود دارد كه ماتريس متعامد  Mچون 

KTDMCC ( باشدD كه ماتريس قطري استT-K يك وK  صفر درقطر اصلي دارد وC  بردارهاي ماتريس

 (مي باشد Mويژه ماتريس 

 تبديل كنيم Vبه بردار Cرا مي توانيم بوسيله uبردار 

 CVUUCV  
 ICC)C'UUC(E)VV(E 2 

 CC2   
MUUÛÛدر برحسبV :جايگزين مي كنيم 

 MCVCVMUUÛÛ  
                                                                                  VDV KT

                             

(2                                                      )2
KT

2
2

2
1 V...VV     

اند باميانگين صفر و واريانس  رمال توزيع شدهها بطور مستقل و نtU(: اگر 2براساس عبارت ) -الف
2

t،V ها هم به همين ترتيب توزيع شده اند 

K،TVtمجموع مجذورات پسماندها عبارت از مجموع مجذورات  -ب  كه به طورمستقل و نرمال توزيع

 شده است، مي باشد

 پس:       

 (1                     )                                            KT
2

2

2

~
ˆ

)KT( 



 

بطور مستقل از Ûبطور مستقل توزيع شده است مي بايد نشان دهيم كه  ̂( از1براي آنکه نشان دهيم )

̂ توزيع شده است  چونû  و̂ هر كدام تابعي خطي از توزيع نرمال هستند  مستقل بودن ازرابطه زير

 آيد: بدست مي

     11 )xx(xuu)X)XX(XIE)'ˆ(ûE
T

  

 0)XX(X()XX(X 1212   
  ميل كند،                      Tهمانطور كه قبلاّ گفته شد هرگاه 

0)ˆ(Cov  
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Qتحت شرط
T

XX
Lim 

به اين نتيجه مي رسيم كه وقتي ، T،ˆ  توزيعش به نقطه تبديل

  مي شودdegenerate شود كه اصطلاحاّ مي گوئيم  مي

T)ˆ(، ضرب نموده تا درآنصورت T، را در مقياس̂لذا دربحث توزيع احتمالي ،    به سمت

  صفر ميل نکند

XX(T))ˆ(T(Var(0  چون: 12   

ˆ~XX(,(N((پس راه ديگر بيان 12  :آن است كه بگوئيم)ˆ(T   توزيع چند بعدي داراي

12با ميانگين صفر و واريانس كوواريانس  )
T

XX
( 

 است  

در چنين شرايطي راهي كه  را مشکل بتوان بدست آورد ̂ها نرمال نباشند، توزيع دقيق tuپس اگر 

شود آن است كه ويژگي هاي حدي بطور تقريب مي ̂موجب بدست آوردن توزيع احتمالي T)ˆ(T  را

  در نظر گرفت

Q,0(N)ˆ(T(تحت شرايط فروض كلاسيك  12  گويند،  اين توزيع را توزيع مجانبي مي

Tهاي  نامند و به تخمين زننده را سرعت همگرايي ميOLS،Tشود، چون سرعت آن  سازگار اطلاق مي

Tاست 
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 دار بودن ضرایب و فاصله اعتماد معنی 1-4
شود اين است كه آيا ضرايب برابر مقدار  كه در مدل رگرسيون خطي براي ضرايب انجام ميغالباً آزموني 

 تواند صفر باشد باشند يا خير؟ مثلاً اين مقدار خاص مي خاصي مي

j  ضريب متغيرj :0 ام مدل را در نظر بگيريد فرضيه صفر اين است كه:H j  

ام از نظر آماري بطور  jن اين فرضيه يعني اينکه آزمون نمودن اين موضوع كه آيا متغير آزمون كرد

 گذارد يا خير؟ داري روي متغير وابسته اثر مي معني

زده شده، داراي توزيع نرمال خواهد بود و بطور  تحت فرض نرمال بودن جمله اخلال ضرايب تخمين

1و واريانس  jرمال با ميانگين داراي توزيع ن ĵخاص 
jj

2 )XX(   1خواهد بود، كه
jj

2 )XX(  

 VC ام روي قطر ماتريس  jعبارتست از عنصر 

 Z~
)XX(

ˆ
)1

1
jj

2

jj




 

 بطور استاندارد نرمال توزيع شده است

 ، بصورت زير توزيع شده است2̂يعني  2دانيم كه تخمين  اما مي

 2
)KT(

22^

KT
~ 




 

 باشد مي tنويسيم كه داراي توزيع  ( مي2( را بصورت نسبت )0لذا نسبت )

 KT

2

2

1
jj

2

jj

t~
ˆ

)XX(

)ˆ(

)2 










 

 ام استاندارد ارور خواهد شد jچون 
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 1
jj

2
t

1
jj

2
j )XX(û

)KT(

1
)XX(ˆˆ 

 لذا خواهيم داشت:

 KT
j

jj
t~

ˆ

ˆ





 

 براساس نظريه احتمال

   1)ttt(P 2/2/ 
 بنابراين :    1ˆ.tˆˆ.tˆP j2/jjj2/j 

پس با  است  T-Kبا درجه آزادي  /2براي سطح معني دار بودن  tمقدار توزيع  t/2بطوريکه 

100)1%(احتمال   اطمه اعتماد براي ضريب فj2/j ˆ.tˆ   خواهد شد 

در   tبه اضافه يا منهاي مقدار توزيع  ĵام و  j% فاصله اعتماد عبارت است از تخمين پارامتر 15مثلاً 

 ضربدر انحراف معيار مربوطه  025. دار بودن سطح معني

را  H)فرض  داري از صفر متفاوت است هرگاه فاصله اعتماد شامل صفر نشود ر معني، بطوĵضريب 

داري از صفر متفاوت نيست، هرگاه فاصله اعتماد مقدار صفر را  بطور معني  ĵكنيم( بعکس پارامتر  رد مي

 يريم(پذ را مي H) شامل شود

براي   tمثبت است، اگر فاصله اعتماد مركز مختصات را در بر بگيرد در آنصورت نسبتĵفرض كنيم 

بصورت ام               j ضريب
j

j
j

ˆ

t



 خواهد شد  
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 در شکل توجه شود

 

 

 

 

 

                    j2/j ˆtˆ   
j2/j

j

ˆtˆ

ˆ







 j2/j ˆtˆ   

 

 

 

 

 

 

 

                  j2/j ˆtˆ   
j2/j

j

ˆtˆ

ˆ







 j2/j ˆtˆ   

 

، كه معني دار بودن ضريب  عبارتست از نسبت تخمين ضريب رگرسيون به انحراف معيارش jtلذا نسبت

H:0كند: بطور كلي فرضيه صفر  را تعيين مي j  شود اگر قدر مطلق  پذيرفته ميjt ازمقدار كوچکترt 

از اين مقدار بيشتر  jtشود در صورتيکه دار بودن باشد و اين فرضيه رد مي با سطح خاصي از معني متناظر

 باشد

ولي اگر  اي با متغير وابسته مدل ندارد دهد كه متغير توضيحي مربوط رابطه يكوچك نشان مt نسبت 

از مقدار بحراني)درسطح انتخاب شده معني دار بودن( بزرگتر باشد، در آنصورت ضريب مربوط معني t نسبت 

  دار است، يعني متغير وابسته بطور خطي بامتغير توضيحي مربوط وابسته است

براي  01تقريباّ شبيه نرمال است در اين مورد قاعده كلي t، توزيع  ( T >30 ) آزادي بزرکبراي درجه 

 2از tباشد، ضريب مربوط معني دار است و بر عکس، اگر نسبت  مي 2بزرگتر از tتفسير اين است كه اگر نسبت 

مون مقادير تواند براي آز ، ميtنسبت  كوچکتر است درآنصورت ضريب مربوط بطور آماري با صفر تفاوتي ندارد

  و غيره مورد استفاده قرار گيرد Fو ساير آزمونهاي مثل  ĵديگر از

 حال فرضيه صفر زير را در نظر بگيريد: 
 jj:H  

از  ĵفرض كنيد 
j  انتخاب شود كه بزرگتر است، ممکن است فاصله اعتماد طوري

j  را

 بپوشاند

                                                 
 مثل قانون شصت در تعيين جهت ميدان مغناطيسي در فيزيك -01

ĵ100)1%(درسطح 

معني داراطمينان
 است

2/t 2/t 

1- 

j 

ĵ100)1%(درسطح 

معني داراطمينان
 ستني

2/t 2/t 

1- 

j 
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 jj2/j ˆ.tˆ   

 خواهد شد: tو 

 
j

jj

ˆ

ˆ
t








 

t/2از   tبطور كلي، اگر قدر مطلق    براي درجه آزاديT-K دار بودن  ، بزرگتر باشد، آنگاه سطح معني

)%1(100   شود، اگر  رد مي فرضيه|t|  پايين منطقه بحراني بيفتد فرضيهH شود. پذيرفته مي 
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 پنجمفصل 
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 فصل پنجم

 

 

 

 

 

 

   21بینی پیش 5-4

 

اساس تخمين پارامترهاي مدل  بيني است، كه بر همانطور كه گفته شد وظيفه اصلي اقتصاد سنجي پيش

 T+1 Xرا متناظر با بردار رگرسور  T+1 Yمحققي علاقه مند است، مقدار رگرسيون انجام ميگيرد. فرض كنيم

 عبارت است از: T+1در دوره   Yمقدار .بيني كند پيش
YT+1 = XT+1β + uT+1

 

 ه اي خطي و بدون تورش است  كه تخمين زنند ̂ماركف و با جايگذاري  -با توجه به  قضيه گوس

1 1
ˆp

T Ty X   پيش بيني كننده خطي بدون تورش با كمترين واريانس براي  خواهد شد كهyT+1 

 است چون:
E (y

p
T+1 ) =  X T+1β 

1بيني خواهيم شد كه عبارتست از تفاضل  اما در اينجا دچار خطاي پيش 1

p

T Ty y   كهyT+1
مقدار تحقق   

 است. بيني شده  در دوره پيش yيافته 

1 1 1 1 1
ˆp p

T T T T Te y y X u X           

1 1
ˆ( )p

T Te X u      

 در اينجا خطاي ما بطور متوسط صفر است چون:

( )pE e o  

 :بيني كننده عبارتست از واريانس خطاي پيش

                                                 
20. Prediction 
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2

1
ˆ( ) [ ( )]p

TVar e Var X      

           
2 2 1

1 1[ ( ') ] 'T TX XX X  

    

 اگر مدل داراي عرض از مبدا باشد در آنصورت:
 

1 1
2 0

1, 1,

1 1

2 0 11 0 22 0 1 2
1 2 11 2 1

1
( ) [1 ( )( )( ) ]

1
( ) {1 [( )( ) ( )( ) ... ( )( ) ] }

k k
p jk

T j j T k k

j k

p k
kk

Var e x x x x z M z
T

Var e x x z M z x x z M z x x z M z
T





 

 

 

  




    

          



 

 ، يعني:  xستون    k-1عبارتست از Zبطوريکه 

. .1 . 1
[ 1 ]

T k T T k
X z


 

iiiiIMو   10 '                  ، بطوريکه: )(

1.[1,1,...,1] Ti  

 

xT+1   بيني كننده بستگي به فاصله  اين نتيجه نشان ميدهد كه ميزان پراكندگي و خطاي پيش
از مركز  

بيني با كاهش  ات دارد و با حجم مشاهدات بطور معکوس رابطه دارد، يعني درجه نااطميناني در پيشمشاهد

 يابد. اندازه نمونه افزايش مي

 

Var (e
p
 قابل محاسبه است. 2بجاي  2̂با استفاده از   (

 

yفاصله اعتماد نيز براي 
p

T+1
 هد بود:بصورت زير خوا  

1بيني كننده     =    فاصله اعتماد براي پيش   / 2. ( )P p

Ty t Se e   

 

 

 :مثال

گذاري كه قبلا به آن پرداخته شد براي يکسال بعد  گذاري حقيقي براي مدل سرمايه بيني ميزان سرمايه پيش

 بصورت زير است:
XT+1 = (1, 16, 1.5, 10, 4) 

1 =Intercept 

16 = T + 1 = 1983 

1.5 = Real GNP 

10 = Interest Rate 

4 = Inflation Rate 

 

 محاسبه شده است:  t = 1962 - 1982با استفاده از نتايج مدل رگرسيون زير كه براي 
 

Real Invt = β0 + β1T + β2 Real GNP + β3 Interest Rate + β4 Inflation Rate 

 

Real Invt = -0.509 – 0.017T + 0.67 RGNP – 0.002 IntR – 0.00009 InfR 

( ) ( )p pSe e Var e
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^

(Re ) (1,16,1.5,10,4)[ 0.509, 0.017,0.67, 0.002,0.0001]palInv    
 

                            =0.2036 

 بيني كننده عبارتست از: تخمين واريانس اين پيش
2 1

1 1
ˆ [1 ( ' ) '] 0.000097T TX X X X 

   
 

 عبارت خواهد شد از:  بيني كننده و با جذر گرفتن از عدد فوق فاصله اطمينان براي پيش
 

)2262.01811.0()009885.0(228.22036.0   
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24روش حداقل مربعات همراه با محدودیت 2-4
 

 .اجازه دهيد موضوع را با چند مثال اقتصادي كه با آن آشنا هستيد آغاز كنيم

ميدانيم كه همگن درجه اول بودن شرط مناسبي . داگلاس زيرا در نظر بگيريم-تابع توليد كاب :4مثال

هاي مورد مشاهده يك بنگاه وجود دارد؟  اين شرط در داخل دادهبراي توليد است. اما سئوال اين است كه 

سطح  Qبراي پاسخ به چنين سوالي ابتدا با لگاريتم گيري تابع را به صورت خطي تبديل ميکنيم. در اين تابع 

 جمله اختلال ميباشد.  uضريب تکنولوژي و  Aنهاده كار است.L نهاده سرمايه و  Kتوليد 

 











 

3

t2t2

t1t1

t2t31t21t

tttt

u
ttt

LnLXa

LnKXLnA

uXXY

uLnLLnkLnALnQ

eLAKQ t

 

 

132فرض كنيم      يعني همگن از درجه اول بودن تابع توليد. با اعمال چنين قيدي در تابع

 مزبور داريم:

t
*

21
*

t2t1t212tt

t2t21t21t

uXY

u)XX(XY

uX)1(XY







 

                                                 
21. Restricted OLS  
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 ملاحظه ميشود كه مدل فوق تابعي است صرفا با دو پارامتر.

 متغيره زيررا در نظر بگيريم. 5: مدل 2مثال 

XY 
           بطوريکه :                                                                   

),,,,( 54321   
 

 : چنانچه بين پارامترهاي مدل بالا روابط زير برقرار باشد

                                                                                               
0

153

31

521








 

 هاي اقتصادي لحاظ ميشود را ميتوانيم در قالب فرم ماتريسي بنويسيم. روابط فوق را كه بر اساس نظريه

 را در نظر بگيريم : rو بردار  Rماتريس 






































 


0

15

00101

10031

5

3

2

1

r

R











 

 قيد ما در اين مدل عبارتست از:  

                                                                                                                  rR  
 

R ماتريسيG.K  و  بردارK.1 وr برداريG .1 .حال در بکار بردن روش حداقل مربعات  ميباشد

 ميبايد قيد بالا لحاظ شود.

 لررررررذا:

rRtS

uuuMin t




*.

ˆˆˆ



2

   

  

 و يا :
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*11*

*11*1
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*

*
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*
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*

**

R)XX(YX)XX(

R)XX(YX)XX(XX)XX(

0RYXXX

Rr

)2(0R2r2
L

)1(0R2XX2YX2
L

Rr2XXXY2YY

Rr2)XY()XY(L

rRt.S

)XY()XY(Min

































 

 

 داريم: كنيم پيش ضرب مي Rدر  اگر طرفين رابطه بالا را
** )(ˆ  RXXRRR  1 

 

rRمحدوديت را براي مقادير تخمين زده شده اعمال كنيم حال چنانچه  * :خواهد شد لررررذا 

 

  *1

*1

R)XX(RˆRr

R)XX(RˆRr









 

 

 حل كنيم: *معادله فوق را براي 

  )ˆRr(R)XX(R
11* 
 

 

 :خواهيم داشتو در نتيجه 

  )ˆRr(R)XX(R'R)XX(ˆ 11* 1 
 

 

rRRچنانچه محدوديتها در داخل نمونه وجود دارند آنگاه 
^

   :خواهد شد و در نتيجه ˆ*  

ودنبدون تورش ب
*

  : مي توان بسادگي نشان داد كه*  .بدون اريب است 

    
   

 


















)(E

X)XX(R]R)XX(R[R)XX(I

X)XX(RR)XX(RR)XX(X)XX(

X)XX((RrR)XX(RR)XX(X)XX(

X)XX(ˆ

*

1111

11111*

11111*

1
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 * ماتریس واریانس، کوواریانس

)ˆ(VcR]R)ˆ(VcR[R)ˆ(Vc)ˆ(Vc
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RVcRمرتبه كامل است، لذا  داراي  Rمثبت معين است و  ̂چون واريانس  )ˆ(  مثبت معين است

])ˆ([در نتيجه   RVcR   22و معکوس پذير استمثبت معين. 

 در نتيجه:

)ˆ(])ˆ([)ˆ(  VcRRVcRRVc 1 
 

)(و   Vc)ˆ(مثبت شبه معين است. لذا تفاوت بين *Vc نشان ميدهد و اين ت، مثبت شبه معين اس

 –كمتر يا مساوي عناصر متناظر از ماتريس واريانس  *كوواريانس  –كه عناصر روي قطر ماتريس واريانس 

 مي باشد. اين نتايج همواره برقرار است. ̂كوواريانس 

                                                 
22.
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 مجموع مجذورات مدل بدون قيد است.قضيه: مجموع مجذورات پسماندهاي مدل مقيد بزرگتر از 
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 براي بررسی قیدهاي مدل رگرسیون خطــی Fاستفاده از آزمون  2-2
 

UXYهم چنانکه گفته شد مدل     را با وجود قيدrR  گيريم، فرضيه صفر  در نظر مي

 از:   عبارتست

                                                                                                               rRH :0 

فاصله بگيرد، شك ما را درباره اين فرضيه بيشتر  rدهيم. هر چقدر اين بردار از  ميرا تشکيل ̂Rابتدا 

 داريم:̂Rكند. لذا نياز به توزيع نمونه اي  مي

R)XX(R]R)ˆ()ˆ(R[E)ˆR(Vc

R)ˆR(E

12 




 

 است.داراي توزيع چندگانه نرمال ̂فرض توزيع نرمال براي جمله اخلال مدل،  با 

 لررررذا:
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)R)XX(R,R(N~ˆR 12   
 يرررررا:

))(,(~)ˆ( RXXRNR  120 
 

rRاگر فرضيه     صحيح باشد مي توانيمR  را در رابطه فوق باr .جايگزين كنيم 

 پس:

))(,(~ˆ RXXRNrR  120 
 

داراي توزيع نرمال با ميانگين صفر و ماتريس واريانس  nZ.1دانيم چنانچه بردار تصادفي  مي

ZZباشد. كوواريانس 1 2راي توزيع اد  با درجه آزاديn .21ميباشد 

 در نتيجه :
2

)G(
112 ~)rˆR(]R)XX(R[)'rˆR(   

G  درجه آزادي است و تعداد سطرهاي̂R باشد. مي 

24معلوم نيست، ولي قبلا نشان داده شده است 2مشکل در اينجاست كه 
 كه:  

2

2 kT

UU
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 باشد. هم مي̂Rتوزيع شده است و در نتيجه مستقل از  ̂و مستقل از 

                                                 
مثبت معين است لذا  کديگر مستقل نيستند، لذا مي بايد آنها را تبديل به متغير جديدي نمود. چون ها از ي Zاثبات : چون. 21

pp  بطوريکهP .ماتريس غير منفرد است 

   I)P(PP)P( 11111 

YZP 1 بطوريکه: را تعريف مي كنيم 
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Y :ها داراي توزيع استاندارد نرمال ميباشند و داريم 
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T-K  درجه آزادی است و برابر با رتبه و اثر ماتریسM .می باشد 
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 شود: نيز حذف مي2را بصورت زير بسازيم، و  Fيم توزيع لذا مي توان

   

K-/TÛÛ

G/)rR(]R)XX(R[)rR(
^

11
^



 

 

شود.  رد مي  0Hجدول باشد )در سطح معين از احتمال( در آنصورت  Fمحاسبه شده بيشتر از  Fاگر 

شود كه صورت  يخواهيم پذيرفت. ملاحظه م داخل نمونه جدول كوچکتر باشد وجود قيد را در Fچنانچه 

عبارت است از تفاضل مجموع مجذورات جملات خطا در رگرسيون مقيد و غيرمقيد، لذا مي توانيم  Fتوزيع 

 آنرا بصورت  زير بنويسيم:
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 تقسيم كنيم داريم: TSSاما چنانچه صورت و مخرج را بر 
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 نمايد. به مقتضاي اطلاعات و داده هاي مدل تغيير مي Fذا نحوه محاسبه ل

 

 آزمون وجود رابطه بین متغیرهاي توضیحی و وابسته 2-8
و متغيرهاي  yچنانچه مدل رگرسيون خطي داراي عرض از مبدا باشد معمولا آزمون وجود رابطه بين 

 گردد. بطوريکه: مستقل انجام مي

عرض از مبدا                                              1320 0  ;: kH  

01تحت شرايط                                               Huy tt  
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 كنيم. تقسيم مي  yySصورت و مخرج را بر 
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F نشانگر وجود رابطه بطور كلي بين  كنيم ي مشاهده ميا مزبور را كه معمولا درگزارشهاي رايانه ،

 دانند. متغيرهاي توضيحي و متغير وابسته مي

 

 

 آزمون برابري دو مدل رگرسیون در دو وضعیت خاص اقتصادي مانند جنگ و صلح 2-1
 

مربوط به دوران صلح باشد آنگاه دو مدل زير را در نظر  2Tمربوط به دوران جنگ و  1Tم فرض كني

 بگيريم:

               111 KXTt :,                                                  1111جنگ uXy        

               222 KXTt :,                                              2222 صلح uXy   

                                                                                                210:H       
 )مدل مقيد( داريم: 0Hشرايط  تحت
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 آيد. بدست مي  RRSSاز انجام رگرسيون فوق 

 تحت شرايط فرضيه مقابل )مدل غير مقيد ( داريم:
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 آيد.بدست مي URSSاز انجام رگرسيون مزبور 
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شود.  رد مي 0Hجدول در سطح احتمال معين باشد فرضيه  Fمحاسبه شده فوق بزرگتر از  Fچنانچه 

جدول در سطح  Fشود و چنانچه، كوچکتر از  يعني يکسان بودن ضرايب مدل در دو وضعيت اقتصادي رد مي

 شود. ايب پذيرفته مياحتمال معين باشد، يکسان بودن ضر
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ابع حال با اطلاعات داده شده ميخواهيم شرط همگن بودن از درجه اول را در ت: مثال
ua eLAKQ   10ميخواهيم فرضيه كه در ابتداي بحث اشاره شد را آزمون كنيم. را  aH  ابتدا .

 مي باشد.  T  =11خمين مي زنيم. تعداد مشاهدات قيد را در مدل اعمال نموده و آنرا بصورت مقيد ت
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است لذا چون  F=  25/4كنيم  ملاحظه مي 28و درجه آزادي  % = 5با مراجعه به جدول در سطح 

 فرضيه همگن بودن از درجه اول براي تابع فوق رد مي شود. 4/5 >25/4

 و لذا بازدهي ثابت نسبت به مقياس رد نمي شود. F=  72/8باشد،  1%ولي چنانچه

 

 

  Chow test (1960)زمون تغییرات ساختاريآ 2-5

 

در تصريح يك مدل، فرض مي كنيم كه فروض ما در تمام نمونه صادق است. ولي منطقي به نظر 

وض تغيير نمايد و يا داراي ضرايب متفاوتي اي از مشاهدات ما فر رسد كه فرض كنيم در زير مجموعه مي

 باشيم.

هاي آماري نشان ميدهد كه رفتار بازار قبل و بعد  ربي مجموعه دادهغمثلا در بازار بنزين براي كشورهاي 

كاملا  0171و  0181اي نموده است. جهش قيمت درسال  تفاوت قابل ملاحظه 1973از شوک نفتي 

 در مصرف مشاهده ميشود.هويداست و همچنين تغييرات زيادي 

 

 مدل زير را در نظر بگيريم:

 

tttttt tPUCPNCPGyPOPGLog   654321 loglogloglog)/( 
 

:G   ميزان بنزين مصرفي 

POPجمعيت : 

Yدرآمد سرانه : 
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PG قيمت :G 

PNC: قيمت اتومبيل جديد 

PUCيل دست دوم: قيمت اتومب 

 0184 -0115و  0111-0181و براي دو دوره  0111 -0115هاي آماري كل نمونه  با استفاده از داده

 آمده است.  1- 2- 0شماره  ول اايم كه نتايج آن در جد سه رگرسيون انجام داده

 4جدول

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2جدول 
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 8جدول 

 
 

زبور بصورت زير است. در مدل مقيد ضرايب را يکسان دوره مدو براي آزمون برابري ضرايب در  Fنسبت 

 فرض مي كنيم.

 

968.14
)122214/()004662.0000652.0(

6/]004662.0000652.0(0252188.0[
]24,6[F 




 

 

 ميشود. رداست. و لذا فرضيه برابري ضرايب در اين دوره  50/2برابر با  Fمقدار بحراني از جدول 

 

 :عرض از مبداهاي مختلف 2-5-4

صرف بنزين را  باندازه سهم ثابتي غربي مكشورهاي ، 0181ممکن است محققي بگويد پس از شوک  

كاهش داده اند، اما ساير روابط در بازار مانند كشش درآمدي بدون تغيير باقي مانده است. اين اتفاق مدل 

 لگاريتمي را در مقدار ثابت كاهش مي دهد.

مقيد، لذا مدل بدون قيد، مانند مدل قبلي اما با ضرايب متفاوت در دو دوره مي باشد، در صورتيکه مدل 

 در اينجا با عرض از مبدا متفاوت است. ماتريس رگرسورها بصورت زير خواهد بود. Pooledيا 
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-5-4نتايج آنها در جداول متغيرهاي مجازي هستند. لذا سه رگرسيون انجام ميشود كه  Xدو ستون اول 

 آمده است.  1

 1جدول 

 

 
 

 5جدول 

 

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com



 RLSیدروش تخمین حداقل مربعات معمولی مق:ششم فصل      42



 2جدول 

 

 
خواهد بصورت زير محاسبه شده  Fپسماندهاي سه رگرسيون بالا  مقادير مجموع مجذوراتبر اساس 

 :بود

099.11
)122214/()004662.0(0006522.0(

5/)004662.0000652.0017603.0(
]24,5[F 




 

 

 است، لذا اين فرضيه نيز رد ميشود. 12/2از جدول برابر با  Fمقدار بحراني 

متفاوتند و فقط تغيير  ضرايب  بطور سيستماتيك گويد كه براي دو دوره مختلف هاي آماري مي داده

 ت نيست. در مقدار ثاب

 تغییردر برخی از ضرایب: 2-2-2
نتايج جدول قبل نشان ميدهد كه عرض از مبداء كشش قيمتي و درآمدي بيش از كششهاي 

براي اين موارد از محدوديت، تقريبا شبيه مورد  Chow اند. آزمون متقاطع و ضريب روند زمان تغيير كرده

 تغيير در عرض از مبداهاست.

رهاي قيمت بنزين و درآمد را نشان دهد كه ممکن است تغيير كرده متغي Zفرض كنيم ماتريس 

اعتقاد بر اين است ضرايب آنها ثابت باقي مانده كه قيمت اتومبيل و روند زمان باشد  Wباشند و ماتريس 

 لذا ماتريس رگرسيون مقيد بصورت زير است: .است
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 Fمقيد از تركيب دو مدل جدا از هم به دست مي آيد نسبت  مانند قبل بردار ضرايب در مدل غير

 براي آزمون فوق عبارتست از:
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 است لذا اين فرضيه نيز رد ميشود. 10/1، برابر با  Fمقدار بحراني از جدول 

ن امر قبلي است. مي توانيم بگوئيم دليل اي Fدر اين مدل خيلي كوچکتر از دو  Fملاحظه ميشود 

آنست كه تفاوت در مدلها در دو دوره مختلف توسط تغييرات در مقدار ثابت، قيمت و درآمد قابل توضيح 

 است.
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 فصل هفتم

 

 

 

 

 مدل رگرسیون خطی تعمیم یافته 2-4
 

 هاي قبلي داشتيم: در مدل

uXy   

  0uE 

  IuuE 2 
  TKXrank  و غيرتصادفيX 

 

 كوواريانس جمله اخلال بصورت فوق نيست: -مواردي وجود دارد كه ماتريس واريانس 

 

 25هاي مقطعي (: در داده0مثال)

iii ubyaC  

 21ثابت نيسرت. كره بره آن واريرانس ناهمسراني      2لرذايابد  رود واريانس نيز افزايش مي بالا مي Yوقتي

هاي پردرآمرد نسربت بره ميرانگين مصررف بيشرتر از ميرزان         گويند. چون ميزان پراكندگي مصرف خانواده مي

 درآمد نسبت به ميانگين مصرف جامعه است. هاي كم پراكندگي مصرف خانواده

 

                                                 
25 . Cross-Section Data 

26 . Heteroscedastisity 
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 هاي زماني بستگي پياپي در داده يا هم 28( خودهمبستگي2مثال )
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نس جمله اخرلال بصرورت   كوواريا-لذا بطوركلي ممکن است با مدلهايي مواجه شويم كه ماتريس واريانس

 زير باشد:

                   2uuE 
 

توانررد معلرروم يررا مجهررول باشررد. و     باشررد و مرري  يررك مرراتريس مثبررت معررين مرري   بطوريکرره 


  111 PPPPفرض كنيمP .غيرمنفرد است 

 

 

 (GLS) 23یافتـه عمیمروش حداقل مربعات ت 2-2
 كنيم: تبديل مي Pمدل اصلي را با استفاده از ماتريس
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27 Autorgressive 

28 . Generalized Least Square 
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 كنيم: فروض كلاسيك را در مدل تبديل يافته شده بررسي مي

  X)1          غيرتصادفي

  غيرمنفرد است. Pچون 
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توان بصورت زيرر تعريرف    را زمانيکه ماتريس واريانس كوواريانس معلوم است مي GLSزننده لرذا تخمين

 نمود:
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 هاي مقطعي در نظر بگيريم: مثال: مدل مصرف را در داده
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 29تئوري ایتکنز  2-8

GLS كند كه اين قضيه بيان مي

~

 اي خطي بدون تورش با كمتررين واريرانس اسرت. فررض      زننده تخمين

زننده  چنين فرض كنيم دو تخمين برقرار است و هم 1تا  0كنيم فروض 
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, براي.وجود دارد 

نشان خواهيم داد كه 
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 دهيم، كه برابر صفر است. لذا بهمين ترتيب براي جمله سوم نشان مي
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29 .Aitken's-Theorem 
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همه عناصر روي قطر 






 

Vc  متناظر بر روي قطر ماتريس بزرگتر از عناصر






 ~

Vcباشند. پس مي 
~

 

 گردد. داراي كمترين واريانس است و قضيه ثابت مي
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 81مدل رگرسیونی ظاهراً نامرتبط 3-4
 فرض كنيد دو معادله رگرسيون خطي داريم:
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فروضزيررادرنظربگيريم:
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 براي مثال:

                                                 
30 - Seemingly Unrelated Regression (SUR). 
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ijj1i1 باشد داريم: t = sاگر  uuE  

0uEu باشد داريم: t  sاگر  sjti  

Tijدو معادله داراي يك ماتريس واريانس كوواريانس، بصورت هر I  است 

 iX)iii               تصادفي نيستند  

 ii k)X(rank)v  

 uXy  
 نويسيم: مدل را بصورت ماتريسي مي
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31 - Contemporaneously Correlation. 
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 واهيم شدمواجه خ Feasible GLSدر آنصورت با  را بکار برد ̂معلوم نباشد بايد   اگر 

   TTTFFLS IyIXXIX   ˆˆ)ˆ()ˆ(ˆ 111 

 خواهد بود  زننده سازگاري از  تخمين ̂كه 
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 فصل نهم

 

 

 

 نمایی تخمین به روش حداکثر نمودن تابع درست  9-4
در ولي  نمايي روشي است كه در مسايل گوناگوني كاربرد دارد روش تخمين حداكثر نمودن تابع درست

هايي مشابه روش حداقل مربعات  زننده مدل رگرسيون خطي چنانچه توزيع جمله اخلال نرمال باشد تخمين

 آوريم معمولي بدست مي

 مدل زير را در نظر بگيريم:

 iii uxy  
 بطوريکه:

 ),0(IN~u 2
i  

بصورت نرمال و مستقل با   yiلذا، داراي توزيع نرمال است و بطور مستقل توزيع شده است  uچون 

نمايي( برروي كل  ها )راستyiتابع توزيع مشترک   توزيع شده است 2و واريانس  ixميانگين 

 مشاهدات بصورت زير است:
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),,(اين تابع وقتي بصورت تابعي از پارامترهاي 2ناميده  12در نظر گرفته شود، تابع درستنمايي

L),,(شود و بصورت  مي 2 شود نشان داده مي  روش تخمين حداكثر درستنمايي(ML)  پيشنهاد

 نمايد كند كه، مقادير پارامترها را طوري انتخاب كنيم كه تابع درستنمايي را حداكثر مي مي

                                                 
32 - Likelihood Function. 
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دست آمده نقاط  گيريم و چون تبديل خطي است، نتايج به رستنمايي، لگاريتم ميبراي سادگي از تابع د

 دهد مشابهي را بدست مي

 براي مدل رگرسيون خطي داريم:
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 باشد مقدار ثابتي است و با پارامترها درگير نمي  از طرفي

2
ii )Xy(Q  باشد مي 

را ابتدا نسبت به   Log Lتابع  كنيم، توجه داريم كه فقط  حداكثر مي 2و سپس نسبت به  و

جمله سوم تابع فوق درگير پارامتر   Qباشد، لذا حداكثر نمودن اين تابع مانند مينيمم نمودن  مي و

براي  MLهاي  زننده در نتيجه تخمين )چون اين جمله داراي علامت منفي است(باشد  مي عيناً   و

هاي  برابر برآورد كننده  آيد مي (OLS)به روش حداقل مربعات معمولي  ˆوˆ

چنانچه  را در تابع درستنمايي فوق با  ˆوˆ  كند تبعيت مي 2جايگزين كنيم، تابع ما فقط  و

 حال داريم:
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n
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بطوريکه  2
ii )xˆˆy(Q̂نيستمجموع مجذورات پسماندها  چيزي جز  

 رفته وآنرا برابر صفر قرار دهيم داريم:مشتق گ2چنانچه ازآن نسبت به 

 

  بصورت زيرخواهد بود 2براي  MLرابطه فوق برآورده كننده   از 

n

RSS

n

Q̂~2  

 

 كه بصورت     2، بدون تورش براي  OLSزننده  توجه كنيم اين تخمين زننده با تخمين
2n

RSS


بود  

يك روش تخمين   MLافزايش يابد اين دو روش به هم نزديك خواهندشد nچنانچه  تفاوت دارد

  هاي بزرک است درنمونه

ˆ)(چنانچه در رابطه 2

^

2  ،LogL
n

Q
 مقدار حداكثر تابع لگاريتم درست نمايي بصورت  قرار دهيم را ،

 زير بدست خواهد آمد: 
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اين رابطه براي بدست آوردن آزمون نمودن   مفيد خواهد بود  MLبا استفاده از روش  2وو

 نويسيم: دهيم، صرفاً مي را تغيير نمي nچون ما حجم نمونه يعني 

 QLog
n

tConsLogLMax ˆ
2

)tan(  

 22 )(tan)ˆ(.tan

nn

RSStConsQtConsLMax



 
در نظر داشته باشيم مدل رگرسيون چند متغيره را به روش حداكثر درستنمايي بدست  حال چنانچه

 كنيم. آوريم بصورت زير عمل مي

 UXY  

I,0(N~U( بطوريکه: 2 

 چون:
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2
i e

2

1
)u(f 




 

 نيز بصورت زير توزيع شده است: Yاز طرفي بردار 

 )I,X(N~Y 2 
 اند عبارتست از: توزيع شده i.i.dكه بصورت Yiو قانون توزيع 
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 2
OLS

2
ML ˆˆ

KT

T



 

 كنند. شوند كه احتمال بدست آمدن نمونه را ماكزيمم مي در اين روش تخمين پارامترها بنحوي انتخاب مي

 

2مقایسه واریانس  9-2
OLŜ  2و

ML
~ 

 فرم درجه دوم و تابعي از متغير تصادفي با ميانگين زير است: 2براي  MLتخمين 

 )KT(
T

1
]Muu[

T

1
]ûû[E

T

1
)~(E 22

ML  

2و لذا داراي تورش است كه تورش آن برابر است با 
T

K. 

اگر چنانچه آن را ضرب 
KT

T


 تعديل كنيم خواهيم داشت: 

 22
OLSML ˆ~.

KT

T



 

 خمين زننده بدون تورش خواهد بود.كه ت

از طرفي 
2

2






ˆ
)KT(  2يك فرم درجه دوم است كه بصورت  با درجه آزاديT-K  توزيع شده است. با

2توانيم اميد رياضي و واريانس  استفاده از قوانين توزيع فوق مي
OLŜ  2و

ML
~ .را بدست آوريم 

 22
2

2 



  )(E

KT
)ˆ(E KTOLS 

 
 

KT/2)(Var
KT

)ˆ(E)ˆ(Var 42
KT2

4
222

OLS
2
OLS 




  

2بهمين ترتيب ميانگين و واريانس 
ML

~ آوريم: را بدست مي 

 22
KT

2

ML
2

T

KT
)(E

T
)~(E 





  

   
2

4
2

2

4
2222 )(2

)(~~)~(
T

KT
Var

T
EEVar KTMLMLML


 





 

2پس 
ML

~  2داراي تورش باندازه









T

K كوچکتر از  هاي كوچك و داراي واريانسي است كه در نمونه ،

2واريانس 
OLŜ تواند بين تورش و كوچکي واريانس انتخاب كند. است. لذا محقق مي 

 

 81ماتریس اطلاعات 9-8
 ,زننده ينتخم ماتريس اطلاعات عبارتست از منهاي اميد رياضي مشتق دوم تابع درستنمايي. يعني اگر 

ML   باشد و لگاريتم تابع درستنمايي



N

i

i );x(fLog);X(LLog
1

 

                                                 
34 - Information Matrix. 
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 آنگاه:

 


















);(
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2 xLLog
EI 

)x;(بطوريکه  i  باشد. 15نسبت به مشتقات درجه اولش منظم 

 

 82حد پایین رائو و کرامر

كنيد شود. فرض  كرامر گفته مي -به معکوس ماتريس اطلاعات حد پايين رائو
زننده بدون تورش  هر تخمين ~

 باشد. كوواريانس  –با ماتريس واريانس 

 آنگاه ماتريس:

 DSPI ..0)(
~

1    

)(كوواريانس  -اي داراي ماتريس واريانس زننده لذا اگر تخمين
~

1 I  باشد، كارآ است. ممکن است

 را تامين نکند. R.Cاشد ولي حد پايين اي كارآ ب زننده تخمين

كرامر را براي مدل رگرسيون خطي مورد نظر بدست  -حال چنانچه بخواهيم ماتريس اطلاعات و حد پايين رائو

آوريم، ابتدا بايد از شرايط اوليه ماكزيمم نمودن تابع درستنمايي مجدداً نسبت به بردار  مشتق  2و

 بگيريم.
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 منهاي اميد رياضي بگيريم: 1تا  0براي تشکيل ماتريس اطلاعات لازمست از روابط 
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 و ماتريس اطلاعات عبارتست از:

                                                 
 اي اميد صفر باشد، یعني:تابع منظم آنست كه نسبت به مشتقات درجه اولش دار -51
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;x(LLog
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36 - Rao- Cramer Lower Bond. 
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كرامر را تامين  -باشند و حد پايين رائو داراي حداقل واريانس مي براي ضريب  OLSهاي  زننده لذا تخمين

 نمايند ولي همچنان كه گفته شد: مي

 )ˆ(Var)~(Var OLSML
22  

 
KTT

)KT(






 4
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4 22 

2هر چند واريانس 
OLŜ  2زننده بدون تورشي براي  كند، ولي تخمين كرامر را تامين نمي-حد پايين رائو 

كه كمتر از 
KT 

42 .باشد وجودندارد 

 باشد را در نظر بگيريد: داراي توزيع پوآسون مي ، كه xiمثال: متغير تصادفي 
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 را بدست آوريد. براي  MLباشد، تخمين  xi  ،i.i.dچنانچه 

 حل: تابع توزيع مشترک
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 مشتق بگيريم داريم: چنانچه از تابع فوق نسبت به 
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 پس تابع داراي ماكزيمم است

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com

rasooljoon07@gmail.com



 روش تخمین تابع حداکثر درست نمایی :نهم فصل      73



 را بدست آوريد ̂را انتخاب كند  5و  1، 0، 0، 1، 1، 2، 1، 4، 0مقادير  xحال اگر متغير 

 )حل بعهده خودتان(

 

 LM, LR, WALDاستفاده از آزمونهاي  9-1

rRچنانچه قصد داشته باشيم وجود رابطه خطي   :را درون مدل رگرسيون خطي 

 UXY  
معروف است و يا با استفاده از روش تابع  نيز WALDكه به آزمون  Fتوانيم از آزمون  بررسي كنيم مي

 استفاده نماييم Lagrange Multiplierو يا از آزمون  Likelihood Ratioدرستنمايي و آزمون 

 فرض كنيم جمله اخلال داراي توزيع نرمال بصورت زير باشد:

 )I,0(N~U 2 

 ))XX(,(N~ˆ 12  

 )R)XX(R,R(N~ˆR 12   
rRنچه رابطه چنا   صحيح باشد يعني تحت شرايطOH خواهيم داشت  
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2
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G تعداد قيدهاي موجود براي آزمون و درجه آزادي چي دو خواهد شد 2دانيم كه مي معمولاً در

G.2از2دسترس نيست ولذا بجاي   كنيم كه توزيع فوق به سمت استفاده ميKT,GF كند كه  ميل مي

عنوان  ساختن آزمون فوق تحت هر تست است و قبلاً هم بطور مفصل به آن پرداخته شد WALDمعروف به

  باشد مي RLS يا OLSاستفاده از روش تخمين   با

را بصورت  Likelihood  Ratioتوانيم با استفاده از تابع حداكثر راست نمايي آماره  ميهم چنين 
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 تشکيل دهيم  2كه به سمت

G نمايد ميل مي 

ĉ  تخمين مقيد پارامترها به روش تابع درستنمايي و̂  تخمين غيرمقيد پارامتر  به روش تابع

 نماييم: مقيد مي MLEابتدا اشاره به  درستنمايي است

 باشد را داشته باشيم: مي را كه داراي پارامتر yفرض كنيم بطور كلي تابع درستنمايي متغيرتصادفي 

 )(h);y(LH  
)(h   تابعي خطي يا غيرخطي از پارامتر 0باشد كه تحت شرايط  ميH هاي آماري وجود  داخل داده

 دارد
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 باشد: صورت زير مي به  Rao’s Score (1948)براساس آزمون  LMبنابراين آزمون 
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 باشد مي Gبا درجه آزادي  2داراي توزيع مجانبي  0Hكه تحت شرايط 

rRبراي قيد  :داريم 
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 به روش تابع درست نمايي عبارتست از: 2تخمين 
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 چون:
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  اگر بجاي آن قراردهيم و ساده كنيم داريم:

    مقدار ضريب لاگرانژ عبارتست از:  )rˆR(R)XX(R
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rRاگر   0باشد شرايطH آنگاه وقتي ،nكند ميل مي   
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 آزمون ضريب لاگرانژ است
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 82ناهمسانیواریانس  41-4
هاي  باشد. براي مثال در تحليل شرايطي وجود  دارد كه واريانس جمله اخلال در مدلهاي خطي ثابت نمي

د شود، واحدهاي مورد مطالعه عموماً خانوارها، بنگاهها و افرا هاي مقطع زماني استفاده مي اقتصادي كه از داده

دها را توضيح دهد بستگي به وضعيت و موقعيت تواند رفتار اين واح باشند و ميزاني كه مدل خطي مي مي

 خاصي دارد

 :4مثال 

فرض كنيد، براي سال معيني در صنعت مشخص، سودبنگاهها به ميزان مخارج تبليغات و ميزان 

 گردد بستگي دارد اي كه در تحقيقات آنها انجام مي هزينه

 n,...,1iuRA ii3i21i  

 i ام  iسود بنگاه  

 iA ام  iمخارج تبليغاتي بنگاه  

 iR ام iمخارج تحقيقات بنگاه  

  = nها  تعداد بنگاه 

                                                 
37 - Seemingly Unrelated Regression (SUR). 
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i 

i=a1 + a3 Ri + ui 
Ri  

LnY 

صفر باشد ولي اندازه واريانس جمله اخلال به بزرگي و  uiرسد كه ميانگين  هر چند منطقي بنظر مي

زان مخارجي كه بنگاهها در بخش تحقيقات بنگاهشان هزينه شود كه به مي كوچکي مقياس بنگاه مربوط مي

كنند بستگي دارد. بدين صورت كه تغييرات واريانس جمله اخلال براي بنگاههاي بزرک بيشتر از تغييرات  مي

واريانس براي بنگاههاي كوچك است. چون هزينه نمودن در زمينه تبليغات و تحقيقات براي موسسات كوچك 

طر است. لذا ما انتظار داريم كه تغييرات اطراف ميانگين سود بنگاهها براي موسسات بزرک توام با ريسك و خ

 بيشتر از تغييرات مشابه براي بنگاههاي كوچك باشد. به شکل توجه كنيد. 

 

 

 

 

 

 
 

 

مربوط شود. در اينجا ما  Riبه  uiبراي ميزان معيني مخارج تبليغات، انتظار داريم كه واريانس 

اطلاعات مربوط به بنگاه بزرک را وزن كمتري از بنگاههاي كوچك بدهيم، چون رابطه خطي براي  خواهيم مي

 بنگاههاي كوچك بطور دقيقتري برقرار است.

 :2مثال 

در يك   (XPR)و تجريه  (S)نشان داد كه قدرت درآمد افراد تابعي از سالهاي تحصيل  Mincerمينسر

 شغل است.

 ii4i3
2
i2i1j eS)XPR()XPR(YLn   

 iY ام iيك ساعت درآمد فرد 

 )i)XPRسن  -ام سالهاي تحصيلي iتجريه فرد 

 iS ام iسالهاي تحصيلي فرد 

 iساير متغيرها مانند نژاد، جنس، عصباني 

 

 

 

 خلال تقريباً بصورت فرم درجه دوم تابعي از تجربه است.شود كه واريانس جمله ا در اينجا ملاحظه مي

 

 
22

e )XPR(c)XPR(ba  
 

 
 

XPR 

e 

XPR 
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Ei 

Yi 

 

 

 دلايلي وجود دارد كه چرا واريانس جملات اخلال در پايان دوران خدمت بيشتر است.

در مرحله شروع كار حقوق پايين و تحرک بالا در مقابل حقوق بالا و تحرک نسبتاً پايين در سالهاي  -0

 ي.پايان

 هاي بازنشستگي مختلف بودن طرح -2

 

 :8مثال 

تواند توسط درآمد يا تعداد  هاي مختلف دارند، بطوريکه اندازه خانوار مي خانوارها نيز مانند بنگاهها، اندازه

 گيري شود. اعضاي خانواده اندازه

 فرض كنيم مخارج خانوار توسط مدل زير توضيح داده شود:

 iiii eNbYbbE  321 
 iEخارج خانوارم 

 iYكل درآمد قابل تصرف  

 iNتعداد اعضاي خانوار 

انداز آنهاست: انتظار داريم كه  چون درآمد بالا موجب احتياط بيشتر خانوارها نسبت به مصرف و پس

 خارج نيز بيشتر باشد.وقتي درآمد خانوار بالاست، پراكندگي تغييرات م

باشد و سعي دارد تعطيلات آخر  يك خانوار نسبتاً ثروتمند، دنبال داشتن منزل بزرگتر با استخر شنا مي

ترسيم كنيم احتمالاً   Yiو  Eiهفته را به ساحل دريا برود. اگر دياگرام پراكندگي مشاهدات يك نمونه را براي 

 بصورت شکل زير خواهد شد.

 
 

 

 

 

 

 
Praise- Houthakou 

 

 در مورد بررسي بودجه خانوار به چنين نتايجي رسيدند 0155در مطالعاتشان در سال  

 

 :1مثال 

 شويم ها مواجه مي هاي آماري غالباً با متوسط داده در استفاده از داده

 ام t ام توسط مزرعه iمقدار محصول بدست آمده در هکتار  itYدر يك تابع توليد خطي 
 itit22it11it uXXy   

it1X  مقدار نيروي كار كه توسط مزرعه :t  ام در هکتارi رود ام بکار مي 
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it2X  مقدار نيروي سرمايه كه توسط مزرعه :t  ام در هکتارi رود ام بکار مي 
i.i.d uit 

 22
itit )u(E,0)u(E  

 در دست است. t2Xو  ty ،t1Xهاي آماري ما بصورت  فرض كنيد داده
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 Nt  تعداد هکتار زمين متعلق به مزرعهt ام 
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1
U          itt22t11t uXXy   

 0)u(E t  

tu ها برابر نيستند و مدل دچار واريانس ناهمساني است. ها از هم مستقلند ولي براي همه مزرعه 

 
t

2

t
N

)u(Var


 

 :5مثال 

 83مدل ضرایب تصادفی

 tkkt2tt21tt1tt X...XXy   
 د نيازي به جمله اخلال نيست.چون ضرايب تصافي هستن

V(EV)(E(0 فرض كنيم:  itititit  

 it
*
i

*
i V)(E  

 tkkt
*
k1tt1

*
i01

*
0t X)V(...X)V(Vy  

 1XXVXy t0

tU

itit

k

0i

ti1
*
i

k

0i

t  
 

 

u(E(0چون     و        Xitغيرتصادفي        t  

                                                 
38 - Random Coefficient Model. 
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 ندارد tي به ثابت و بستگ Var (Vit)ها مستقل از هم باشند و   Vitفرض كنيم 

 2
i

2
it )V(E  

 t

iti

k

i

t XuE 2

0

2 


 )( 

 )VX.VX(E)uu(E jssiittist  

 )VVXX(E jsittjti

K

0ji




 

 0)VV(EXX jsittjti

K

0ji




 

خلاصه آنکه، دلايل زيادي وجود دارد كه واريانس جمله هاي اخلال روي مشاهدات مختلف نبايستي ضرورتاً 

 بدون تورش خواهد بود ولي كارآ نيست OLSهر چند روش  يکي باشند

uبايد  uu 11بجاي درنظر گرفتن تابع زيان 1u  را در نظر گرفت  بجاي آنکه اجازه دهيم هر جمله

 بگيريم اخلال داراي وزن برابري در رگرسيون باشد بايد وزن آنها را نسبت به تغييراتشان بطور معکوس درنظر

در تعيين معادله مدل بايد   Ytو  Xtكمتري روي  etتغييراتش بيشتر باشد مشاهدات متناسب با  utهر چقدر 

 مورد استفاده قرار گيرد

 

 11واریانس ناهمسانی گروهی 41-2
در خيلي از موارد امکان اين وجود دارد كه در داخل گروهي از مشاهدات واريانس جمله اخلال ثابت 

-21111مثلاً در بحث هزينه خانوارها ممکن است درآمدهاي  ها واريانس متفاوت باشند بين گروهاست ولي 

به بالا، بطوريکه در داخل هر طبقه درآمدي واريانس جمله اخلال ثابت باشد  51110و  41111-21110، 1

 ولي بين گروهها ثابت نباشد

 نحوي كه  به ه باشيمگروه مشاهده داشت Gتعداد مشاهدات، باشد و  Tفرض كنيم 

TT...TT,kT G21g  باشد 

 مدل رگرسيون خطي بصورت زير خواهد شد:

 111 uXy  

 


222 uXy 
 

                                                 
39 -Loss Function. 

40 - Grouped Heteroskedasticity. 
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ggg uXy  
 

 GGG uXy  

gggكه  y,X,u سته، متغير مستقل و جمله اخلال در به ترتيب عبارتند از: مشاهدات روي متغير واب

 ها مشابه هم است براي همه گروه توجه كنيم كه بردار  g گروه 

 uXy  

 )y,...,y,y(y G21  

 )X,...,X,X(X G21  
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 0)u(E  

 














































TG
2
G

Tg
2
g

1T
2
1

GG1G

G12111

I00

0I

00I

uuuu

uuuuuu

E)uu(E







 

 2

g متناظر با مدل خواهيم  GLSاگر مشکل اين باشد،  است gداخل گروه  واريانس جمله اخلال در  

  داشت
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**** IeEeeXy  

 در مدل اصلي است. GLSدر مدل فوق معادل  OLSبکاربردن 

2ن تورش، خطي و كارآ است، ولي غالباً سازگار و بدو زننده  تخمين
g   معلوم نيست. لذا اگر

ggggg yXXX  1)(̂   تخمينOLS   گروهg .ام باشد 
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 آنگاه:
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سپس   yP̂)XP̂()XP̂()XP̂(
1




انس ناهمساني است براي زمانيکه، واري Feasible GLSيك  

  بين گروهها داريم

 

 ها برروي تخمین زننده OLSتبعات واریانس ناهمسانی درروش  41-8
 چنانچه واريانس ناهمساني بصورت زير باشد:

 ii xy 
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OLS  هرگز تخمين زننده كارايي همانندGLS نخواهد بود  

 داراي ميانگين صفر وگشتاور چهارم معيني باشد، آنگاه: ixاگر

 
  4

x

4

22
i

4
i

xE

Ex
KlimP




 

 

 انواع واریانس ناهمسانی 41-1

 تابعی از متغیرهاي مستقل یا برونزا واریانس ناهمسانی بصورت

2الف( در معادله 
ii

2
i )XPR(C)XPR(ba  يعني واريانس تابعي خطي از متغيرهاي مستقل است 
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لذا بطور كلي ممکن است i
2
i Zباشد  كهZi اي از متغيرهاي مستقل و برونزا باشد ميتواند مجموعه 

 )c,b,a())XPR(,XPR,1(Z 2
iii  

هاي مصرف جاري نشان دادند كه واريانس تابعي از  در داده   Praise – Houthakou (1955)ب( 

 مجذور ميانگين تابع رگرسيون است

 2
i

22
i )Ey( 

 2
ikk1i1

2 )x...x(  
ikk1i1i يا: x...x  

 ik
*
k1i

*
1i x...x  

 ي برونزادر اينجا انحراف معيار تابعي است از متغيرها

x,...,1(Z(),,...( پس: *
k

*
1iki  

شود اين شکل ممکن است بصورت  ج( در تابع سود واريانس كاملاً مربوط به مخارج تحقيقات مي
 )R( i

22
i باشد  در اينجا واريانس جمله اخلال بصورت فرم حاصلضربي در پارامتر است 

 پس فرم سوم: iZ

i e2 

 ),Ln()RLn,1(Z 2
ii  

 دهيم مربوط را مورد استفاده قرار مي GLSحال متناظر با هر يك از حالات پيش آمده، 

هاي آماري با حالت الف منطبق باشد،  چنانچه وضعيت داده -0
 كنيم: را بصورت زير تعريف مي ~

 yDX)XDX(
~ 1

1
11

1
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^

i yX)Z(XX)Z( 

D1  ماتريس قطري است كه روي قطر آنiZ قرار گرفته است  اما مشکل اينجاست كه در غالب

2يك روش آنست كه با استفاده از  زده شوند ها معلوم نيستند و بايد تخمين اوقات 
iû،  :راتخمين بزنيم 

2
i

2
ii ûv                     

0Eviنشان داده خواهد شدكه    و داراي مشکل واريانس ناهمساني وهمبستگي

اما اگر حجم مشاهدات باندازه كافي بزرک  تورش خواهد داشت OLŜدرنتيجه  پياپي هم خواهيم شد

  دست يافت Feasible GLS   توان به ييك تخمين زننده سازگار است ولذا م باشد

Goldfeld- Quandt(1972) تخمين :رابصورت زير پيشنهاد دادند 

212
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Feasible GLS: 
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 داراي توزيع نرمال باشد  iuل است واگراين تخمين زننده سازگار ، وبطور مجانبي داراي توزيع نرما

بطور مجانبي
  بود كارآ هم خواهد ~~

 

Amemiya (1977) :پيشنهاد نمود 

 تخمين بزنيد OLSرا با روش ̂ -الف

 س قطري باشد كه عناصر روي قطر عبارت باشداز:كه يك ماتري را تشکيل دهيد بنحوي 1̂ -ب

42 چون:
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زننده داراي ماتريس واريانس كواريانس  اين تخمين
 

1

1

1)ZZ(  است كه حد پايينR.C   را تامين

لذا وقتي واريانس ناهمساني بصورت  ندك مي i
2
i Z :باشد 
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Feasible_GLS است  

 انحراف ازمعيار تابعي خطي ازمتغيرهاي برونزا است -2

 ii Z 

  iii eXy  

ji0)uu(E,)Z()u(E,0)u(E ji
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2D :2ماتريسي قطري است كه عناصر روي قطرش عبارتست از
i )Z(   

مدل قبلي قابل اجراست، با اين تفاوت كه تخمين ديگري  FGLSشود كه بحث تخمين  ملاحظه مي

  خواهد آمد  بدست براي
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فرض كنيد
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،  توزيع شده باشند 0و واريانس  1ها بطور مستقل ويکنواخت با ميانگين  

 ميانگين قدر مطلق اين متغير استاندارد نرمال يعني:
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iu
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cd)(f2
u

E

i

i







 

)(f  عبارت است ازتابع احتمال چگالي
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ثابت است  

f)(فرض شده كه  نسبت به صفر متقارن است 

2/12 بطور مثال اگر
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Gleisjer(1969) كرد پيشنهادC خواهد شد: تخمين آن بکار ببريم و را 
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هاي كوچك  توجه كنيم كه در نمونه
^

C غيركارآ است چون نشان داده  يك تخمين زننده با تورش و

روش جايگزين و  انگين صفر نيست و داراي واريانس ناهمساني و هم بستگي پياپي استداراي مي iVشود  مي

 مراحل كار بصورت زير است:  است FGLSكاراتر 

 معلوم باشد  cآوريم اگر  رابدست مي Cتخمين -الف
c

ˆc
ˆ
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يك ماتريس واريانس كواريانس است كه  دهيم، را تشکيل مي 

2قطري است و اجزاي روي قطر آن عبارتست از واريانس
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  را مشخص كندiuداريم لذا محقق بايد بتواند توزيع  cنکته قابل توجه اينست كه نياز به
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Harvey (1974)  نشانداد كه̂c  و̂̂c هاي  هر دو سازگار هستند و داراي ماتريس واريانس كواريانس

 ير:ز
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داراي توزيع  iuاگر است GLSاست، دوّمي تخمين زننده  OLSاولين واريانس يك تخمين زننده 

  كند را تامين مي R.Cنرمال باشد دوّمي حد پائين 

نرمال باشد هر دو iuاگر توزيع پس


 هاي كوچکتر  تخمين زننده بطور مجانبي كارآ هستند و در نمونه

   بهتر است دوّمي مورد استفاده قرار گيرد
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1- Harvey (1976) كرد و آن واريانس ناهمساني به  تري را براي واريانس ناهمساني بررسي فرم كلي

  صورت حاصلضربي است

 N~ui 

31iZ2iZ11iZ2 يعني:
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)Ln,,( بطور مثال: 21
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1iZماتريس قطري باشد كه عناصر روي قطر آن 3Dاگر
e  تخمين زنندهGLS خواهد شد 
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 و واريانس آن برابر است با: كه ميانگين آن 

  11
3 )XDX(  

 نويسيم: فرم فوق را بصورت زير مي مطرح است اما مجدداً مشکل مجهول بودن 

  i
2
i ZLn 

   iZ

ii euE  22
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  اين تخمين زننده سازگار بوده و بطور مجانبي نرمال توزيع شده و بطور مجانبي كارآ است

 

 آزمون تشخیص وجود واریانس ناهمسانی 4- 41-5
 :  آزمون براي تشخيص وجود واريانس ناهمساني گروهي نسبت ماكزيمم لايکلي هود -0
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2كه بعنوان مقادير اوليه براي   
g

~ شود بکار برده مي 

 شود تا تفاوت بين آنها كم بشود اين روش تکرار مي
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iاگر بتوانيم بطور مجانبي به 
~توانيم از   ها دسترسي پيدا كنيم، ميi

~ هايي كه سازگارند ولي غيركارآ

ggهستند با استفاده از 
1

ggg YX)XX(ˆ    2در
g

~ استفاده كنيم اي كه از اين طريق محاسبه  آماره

2شود داراي توزيع  مي
1G هاي كوچك كمتر از زماني است كه از  است ولي قدرتش در نمونه~  استفاده

 كنيم مي

 

 14کوانت -آزمون گلدفلد  41-5-2
01اگر فرضيه  HوH :را به صورت زير تعريف كنيم 

 0Hواريانس همساني    : 

 1Hواريانس ناهمساني    : 

 :آنگاه براي تشخيص وجود واريانس همساني

متغيري است كه جمله اخلال بطور فزاينده با آن در   Zكنيم مرتب مي Zالف( مشاهدات را طبق مقادير 

 ارتباط است

                                                 
41 - Goldfield - Quandt. 
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 كنيم تا مشاهده را از مركز انتخاب و حذف مي Pب( 

Kج( دو تا رگرسيون با تعداد 
2

PT


 دهيم انجام مي 

 كنيم ا محاسبه ميگروه بزرک ر  RSS2گروه كوچك و  RSS1د( 

مجموع مجذورات جملات پسماند مربوط به گروه  RSS1كند،  افزايش پيدا مي  Zيعني اگر   با 

 ميباشد. Fبه صورت زير داراي توزيع   Sنسبت  باشد مي Zمشاهداتي است كه داراي مقادير كوچك 

 
2

2
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2

2

1

2 ~ kPTkPTF
RSS

RSS
S  

، مدل دچار واريانس FSشود يعني اگر  رد مي  0Hس همساني استكه واريان 0Hتحت شرايط 

 ناهمساني است

 Fمحاسبه شده كوچکتر از  Fاگر  شود بزرک مي Fاگر در مدل واريانس ناهمساني وجود داشته باشد، 

 شود.  اينصورت واريانس ناهمساني پذيرفته ميشود، در غير  جدول باشد آنوقت واريانس همساني پذيرفته مي

 

 اشکالات وارد به روش آزمون فوق 41-5-2-4
كند چون تعداد  بزرک باشد، قدرت آزمون كاهش پيدا مي Pدارد اگر  Pقدرت آزمون بستگي به عدد  -0

ت را كوچك انتخاب كنيم وجود مشاهدا Pكند، ولي همزمان اگر  مشاهدات در هر قسمت كاهش پيدا مي

 خيلي از يکديگر متفاوت نباشند. RSSشود كه دو  مركزي باعث مي

بزرگتر  Zنسبت به ميانگين دارد. هر چند انحراف از ميانگين  Ziقدرت آزمون همچنين به پراكندگي  -2

 باشد قدرت آزمون بالاتر است.

گروهي( خواهد )واريانس ناهمساني  MLباشد اين آزمون به طور مجانبي تبديل به آزمون  P=0اگر  -1

 .(G=2)ايم دو گروه داريم  شد كه فرض كرده

كنيم اين نسبت خوبي است براي مشاهدات محدود اگر فرض نرمال بودن  را نرمال فرض مي uچون  -4

 را لغو كنيم بايد دنبال نتايج بطور مجانبي باشيم.

 (4929: )12پایگان -آزمون بریوش   41-5-8
 وسيعتري در نظر گرفتند. يعني:آنها واريانس ناهمساني را بصورت 

 )Z(h i
2
i  
شامل  Zحالتهاي قبلي شکلي خاص از اين تابع هستند و واريانس ناهمساني گروهي نيز حالتي است كه 

 متغيرهاي مجازي مخصوص است.

 آنها تابع تخمين زير را در نظر گرفتند:

(0) ii2
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i vZ
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است و  OLSجمله پسماند، از روش  ûكه 
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2 T/û  

                                                 
42 - Breusch – Pagan. 
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̂ ( بدست مي0كه از رابطه )  آيد سازگار است، مگر در مواردي كهh(.)  ،معلوم نيستFGLS   را

 توان مورد استفاده قرار داد. نمي

، يك است آزمون به صورت  Ziله بصورت نرمال توزيع شود در اين مدل چون اولين جم  uiچنانچه 

),,...,(0 روبرو است: p32  

 باشد OLS)مجموع تغييرات توضيح داده شده( بدست آمده از روش  ESSفرض كنيد 
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B.P 0ه اگر نشان دادند ك),...,,( p32  :باشد، آنگاه 
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~ESS
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هاي گفته شده صحيح است و يا  اينکه مايل  بنابراين، اگر نااطميناني وجود دارد كه كدام يك از فرم

Z(h(هستيم  i
2
i  باشد، اين آزمون براي واريانس همساني وجود دارد 

 در نظر بگيريم: پس اگر مدل مقابل را

 )Z(hEu,0EuuXY i
2
t  

 بصورت زير است: 0Hفرضيه 

 0...,:H 320  
 روش كار بصورت زير خواهد بود

 آوريم را بدست مي OLŜو  OLSûو   Xtروي  Y( رگرس 0)
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 18گلسجر -( پارك 4929زمون )آ 41-5-1
UXYمدل  0، بطوريکه:  مگيري را در نظر مي)u(E 

 )w,...,w,w(diag)uu(E T
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321
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tttt ZZEuw  

 تري بدست آوريم: توانيم از معادلات كلي اين معادله را مي

 ttt VZu  

                                                 
43 - Park - Glesjer. 
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ثابت   )V(E,)V(E tt
20 

 tttttt V)Z(ZVu  222222
 

 tttvtt EV)Z(ZZuE  2222222
 

 2222 2 ttv ZZ)(  
00واريانس همساني       :H 

01واريانس ناهمساني       :H 

Glesjer  دهد: مراحل كار را بصورت زير شرح مي 

 

0- tû  را روي جمله ثابت وZt نيم و ك رگرس مي  و زنيم را تخمين مي 

ت را بصور tنسبت  -2
)ˆ(Var

ˆ




 دهيم تشکيل مي  

(چنانچه 
2

1(C|t| 
   0باشدH شود رد مي توان نشان داد كه  مي̂  بطور مجانبي نرمال است و

)1,0(Nt  باشد مي 

1tرا برروي  tûكنند كه  برخي توصيه مي
1
1t

2
1t X,X,X  نيز رگرس كنيم 

 

 11آزمون وایت  41-5-5
 واريانس همساني است 0Hدر اين آزمون فرضيه 

 

22                                            ها iبه ازاي همه  
i0 :H  

 01 HNot:H 

ور جمله پسماند مدل رگرسيون را برروي توان اول، دوم و حاصلضرب متغيرهاي مستقل مدل ابتدا مجذ

 Rكنيم رگرس مي
TRنشان داده شده است  آوريم اين رگرسيون را بدست مي 2

 2داراي توزيع مجانبي  2

در نظر گرفتن عرض از مبدا، منهاي درجه آزادي تعداد متغيرهاي مستقل بکار برده شده در اين مدل با  است

 باشد يك مي

TRدر صورتيکه  كند اين آزمون كلي است و هيچ حالت خاصي از واريانس ناهمساني را بررسي نمي
2 

 جدول باشد، مسئله واريانس همساني منتفي است 2بزرگتر از 

 

 

 مشاهده Tبنگاه با  5نی گروهی براي آزمون ضریب لاگرانژ  براي واریانس ناهمسا 41-5-2
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44 - White 
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 س از جايگذاري از ننتايج بدست آمده داريم:پ

 0561554941 2
5 ..  

 شود. نيز رد مي 0Hبراي فرضيه  LRوجود دارد و بطور جانبي اين آزمون با  iدر اين جا فرض نرمال بودن 

 

 آزمون نسبت لاکلیهود براي مسئله فوق  -مثال 

 Lnl
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LnLR 2
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22
 ni ~ˆlnTˆlnTn 

 
TNT
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ln20ˆln1002ˆ5.108استفاده شود                              OLSچنانچه از  22  ilLn  

ln20ˆln1002ˆ96.123                            استفاده شود:  MLچنانچه از  22  iLnl  

99.02در هر صورت هر دو مقدار از 
4



 .بزرگتر هستند 

 چنانچه با فرض وجود واريانس ناهمساني تخمين بزنيم داريم:

FGLS 
)030.0()0007.0()12.6(

33.0094.025.36 ttt CFI 
 

ML 
)022.0()0006.0()815.4(

333.00943.025.23 ttt CFI 
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15خود همبستگی 44-4
 

روي جملات در داده هاي سري زماني، مشکل شايع خود همبستگي يا همبستگي پياپي است كه بر  

 اخلال در دوره هاي مختلف وجود دارد.

، پسماندهاي حداقل مربعات معمولي در مثال زير كه از رگرسيون سرمايه گذاري ترسيم براي مثال به

حقيقي و نرخ بهره مي باشد، توجه شود. يکي از دلايل وجود همبستگي پياپي يا خود  GNPحقيقي بر روي 

از سري زماني حذف شده است، عواملي كه مانند متغيرهاي موجود در همبستگي اين است كه عوامل موثر 

 مدل مهم و با يکديگر ارتباط دارند.

دليل ديگر براي منبع خود همبستگي، نحوه توليد داده هاي آماري است. براي مثال، در تعديلات فصلي 

ي در داخل داده هايشان هاي آمار ، مراكز توليد كنندهGNPو  CPIگيرد مانند  كه روي متغيرها صورت مي

 كنند. خود همبستگي وارد مي

 4 مثال

 (4جدول )

 متغیر وابسته: سرمایه گذاري حقیقی  

 انحراف معیار ضرایب توضیحیمتغیر هاي 

 121/24 -5111/02 مقدارثابت

 111/2 -11044/0 نرخ بهره حقيقي

 GNP 01104/1 1215/1حقيقي
R

2   
  704/1 T=15 

                                                 
45.  Autocottelation   
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 سیون تابع منحنی پسماند رگر

 تخمین سرمایه گذاری واقعی

 
 (4شکل )

دهد، اطلاع از علامت پسماند در يك دوره، نشان مناسبي از علامت  ترسيم جملات پسماند فوق نشان مي

هاي  پسماند در دوره بعد است. اين بدين معني است كه، حداقل بخشي از اثر يك جمله اخلال، بر روي دوره

ه جمله اخلال مثبتي، جمله اخلال مثبتي را بدنبال داشته باشد و يا جمله اخلال شود. چنانچ بعدي منتقل مي

منفي را بدنبال داشته باشد، همبستگي مثبت داريم و چنانچه جمله اخلال مثبت جمله اخلال منفي و جمله 

 اخلال منفي جمله اخلال مثبتي را به دنبال داشته باشد، همبستگي از نوع منفي است.

  2مثال 

دار پسماندهاي معادله سرمايه گذاري به ما ميگويد كه علامت پسماند در يك دوره علامت خوبي از نمو

گويد كه اثر يك اختلال داده شده حداقل بطور جزيي در  حركت پسماند دوره بعد است. اين اطلاعات به ما مي

 شود. طول دوره ها منتقل مي

 تخمین سرمایه گذاري واقعی

 قیقی و نرخ بهره واقعیح GNPرگرسیون بر روي

 

  8مثال 
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(حداقل بايد شامل log(g/pop)شواهد نشان ميدهد كه يك مدل رگرسيوني براي بازار بنزين امريکا 

باشد.  ساير متغيرها مانند قيمت و روند زماني هم داراي حداقل اثري   log pg , log (y/pop)عرض از مبدا و

 ميباشند.

باشد. در زير نمودار  مي0184روي دادن تغييرات ساختاري در نشان دهنده  Chow testبعلاوه   

 پسماندها در حالتهاي مختلف ديده ميشود: 

يابند خود همبستگي پسماندها  گويند زماني كه اجزاي رگرسيون گسترش مي قسمت اول تا سوم مي

 يابد.  كاهش مي

بعد از تغييرات ساختاري  دهد كه در آن همه ضرايب در معادله قبل و قسمت سوم مدلي را نشان مي

 يکسان هستند. 

 0184 -0111در قسمت آخر پسماندها با توجه به مدل غير مقيد با ضرايب متفاوت در دو  دوره 

 آورده شده اين دسته از پسماندها غير همبسته اند. يعني دامنه تغييرات كاهش مي يابد.  0115 -0184و

               

 

 

 

   

2.Regression on log(pg),log(y/pop)  1.Regression on log(pg) 

   

   

   

 

 

 
   

4.Full regression, separate 

coefficients 
 

3.Full Regression 
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 تخمین تحت شرایط همبستگی پیاپی 44-2
 

UXYمدل      را در نظر بگيريم و فرض كنيمu  از نوعAR (1) باشد، بطوريکه: مي 

ttt uu   1 

بطوريکه:                                                 

stEEE sttt  00 22 )(,)(,)(  
 

White Noiseدر اينجا علاوه بر 
||1، شرط AR (1)در فراگرد  tبودن جمله   41   را نيز لحاظ مي

uuكوواريانس –تصادفي از نوع مانا مي باشد. براي محاسبه ماتريس، واريانس كنيم. بدين ترتيب فراگرد   

 توان به ترتيب زير عمل نمود: مي
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 بريم. بکار مي OLSبکار مي بريم يا در مدل تبديل يافته،  TGLSمعلوم باشد،  چنانچه مقدار
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 گويند.  white Noiseباشد و با يکديگر وابستگي نداشته باشد آنرا   2. اگر فراگر تصادفي داراي ميانگين صفر و واريانس41
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 مدل را بنويسيم داريم: Xو چنانچه بر روي ستونهاي 
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معلوم  نچه اطلاعي داشته باشيم، با از دست دادن مشاهده اول، چنا TGLSمي توانيم بدون آنکه از 

 AR(1)را از مدل  معمولا معلوم نيست. لذا مي توانيم  را تخمين بزنيم. اما OLS ،باشد، به روش 

 رآورد نمائيم.را بتخمين بزنيم و در مدل قرار دهيم و سپس 

 

 روش تخمین به روش حداکثر درست نمایی 44-8
 

WuuEدرشرايطي كه  uتابع حداكثر درست نمايي براي جمله  2)( :مي باشد، بصورت زير است 
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122222
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 با گرفتن لگاريتم از طرفين رابطه فوق داريم:
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 ضرب كنيم داريم: -2ثابت را حذف كنيم و در عدد  چنانچه مقدار

 

(0) )()()(||),,;( 


 


 XYWXYWTLogYLLog  1

2

42 1 

2حال تابع فوق را ابتدا نسبت به 


    2، مينيمم مي كنيم و
̂ :را بصورت زير بدست مي آوريم 

)()(ˆ  XYWXY
T

 12 1
 

 

2 چنانچه
̂  ( قرار دهيم داريم: 0را در رابطه ) 

TWLogXYLogT
T

TLog

TWLogLogTYLLog





||)(

||ˆ  );( 2
,



 

1 

T  و جمله اول را حذف و طرفين را بهT :تقسيم مي كنيم، خواهيم داشت 

 

(2                                               )
11 TWXYWXYLogYLLog ||)()(),;(*    

 

 مينيمم مي كنيم. و  تابع فوق را نسبت به 

 از طرفي داريم:

21

1

1 







|||||||| PPPPW

PPW
 

 

21چون:                                      || P 
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 ( را مي توانيم بصورت زير بنويسيم:2لذا رابطه )
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 اگرتعداد مشاهدات باندازه كافي بزرک شود داريم:

11

1

2 



T

TLim )(  

2و بالاخره مي توانيم از مشاهده اول و در نتيجه 
011

21 )()(  XY   صرفنظر نمائيم و تابع زير را

 مينيمم كنيم:

(1                                                 )




 
T

t

tttt XXYYL

2

2
0101 ])()[(),( ,

***  

در فرم درجه دوم فوق تخمين زننده هايي  و  اگر اندازه نمونه باندازه كافي بزرک است، تخمين

 مي باشند. MLEنزديك به 

 

 یـــــــــادآوري:

 

 حيح نباشد.( شايد ص1( و )2نزديك به يك باشد، تقريب نمودن رابطه ) اگر  -0

MLMLبدست مي آيند بطور مجانبي با  L***كه با مينيمم كردن  و  تخمين  -2  ˆ,ˆ 

 يکسان مي باشند.

را بدست  ابت نگه داريم و ث ( را ابتدا نسبت به 1در نمونه هاي كوچك اگر چنانچه مدل ) -1

 ، شايد متفاوت باشد.تخمين بزنيم و سپس نسبت به  بياوريم و يا برعکس ابتدا نسبت به 

 ( را مي توان بصورت زير نيز نوشت:1رابطه )

 

(4                                 )

2

2
0110 )],()[(),(**  



 
T

t

tttt XYXYLogL 
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 :12مراحل روش تخمین کوکران اورکات  44-1
0- Y را بر رويX  0رگرس مي كنيم، يعني بجاي ( را نسبت به 4دهيم و رابطه ) قرار مي 

olsolsuكنيم. پس از بدست آوردن  مينيمم مي ̂,ˆ  استخراج  و سپسtû  1را بر رويtû  براي

 بکار مي بريم. ̂بدست آوردن 

)ˆ(;
ˆ

ˆˆ

ˆ ,
**  ols

t

t

t

tt

MinLogL
u

uu













2

2

2
1

 

2- olŝ ( قرار مي دهيم و آنرا نسبت به 4را داخل رابطه )كنيم و  مينيمم ميcô  را بدست

 آوريم. مي

1- )ˆ,(**
coLogL   را مجددا نسبت به كنيم تا  مينيمم ميcôتوانيم اين  بدست آيد و مي

 روش را تکرار كنيم.

 

 یـــادآوري:

 

آغاز كنيم و آنرا براي چند بار تکرار كنيم، اگر مرحله يك را با يك تخمين زننده سازگار براي  -0

 يکسان خواهد بود. MlEسازگار است و بطور مجانبي با  و  آنگاه نتايج بدست آمده براي 

اوركات را تکرار كنيم، همگرا خواهد شد ولي ممکن است بيش  –ثابت، اگر روش كوكران  Tبراي  -2

( پيدا كنيم، از اين رو روش تکراري ممکن است بستگي به مقادير  4ازيك نقطه مينيمم براي رابطه )

 اوليه داشته باشد.

 

 Hilderth – LUروش و مراحل کار  44-5
 

 گيريم. در نظر ميبراي  -0و  0مقداري بين  -0

 كنيم. مينيمم ميرا نسبت به  (4تابع ) براي هر مقدار از -2

))(ˆ,()()(ˆ **  LogLRSS  

 

RSS)( انتخاب مي كنيم كه مقداري براي  -1  را مينيمم كند. 

)ˆ(ˆ,ˆ  

 

 ̂دهيم. هر زمان كه بين  ادامه مي̂اين روش را با تکرار و انتخاب مقادير محدود در حوالي  -4

 نمائيم. تغييرات تثبيت شد، متوقف مي

 

                                                 
47.

 
Cochran - Orcutt 
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13روش و مراحل کار دوربین 44-2
 

 

 ( را مي توانيم بصورت زير بنويسيم:1رابطه )

(5                                                              )`
, )]([ 2
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2
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  t

T

t

ttt XXYY 

را بر  tYخواهد بود. يعني  OLS( تابع هدف، 5را ناديده بگيريم، رابطه ) و  چنانچه رابطه بين 

101روي  0  ttt YXX و  است. اما اگر به رابطه بين  1tYضريب متغير ، رگرس مي كنيم، ,,,

 توجه كنيم و   را به روشNLS  .تخمين بزنيم̂ بطور سازگار برآورد مي شود. آنگاه از̂  براي

FGLS .استفاده مي كنيم 

 

 خلاصه
UXYمدل     را با توجه بهttt uu   1 :در نظر بگيريم 

diit ..,||  1 

 FGLSروش  44-2
بدست مي   (Cochran – Orcutt , Hilderth – LU, Durbin)از روش  ̂مقدار اوليه اي براي   -0

 آوريم.

2-                                                     yWXXWXFGLS
111   ))ˆ((()))ˆ(((ˆ  

  

 یـــادآوري:
 اگر داده هاي آماري فصلي باشد، و رابطه بصورت زير:

ttt uu   4 
 

 را محاسبه مي كنيم، مدل تبديل يافته بصورت زير است: GLSسپس، 

TtuuXXyy
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 مي باشد. AR(1)همانند مدل  MLE, FGLSنحوه ادامه كار براي رسيدن به  

 

 آزمون براي تشخیص همبستگی پیاپی )خود همبستگی( 44-3
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IWHرا بصورت:  0Hدر اينجا مي خواهيم فرضيه  :0 :بررسي كنيم 

 

 :19سونآزمون دوربین وات 44-3-4
 كنيم: را بصورت زير تعريف مي d آماره 
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 بطوريکه: 
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tu يك فراگرد مانا است و)( 11  ttuuE   است، در صورتيکه ارتباط بينtu  1وtu  كامل ،

1است و لذا   11باشد  tt uu  خواهد شد.  d = 0خواهد شد. سپس  ˆˆ

 باشد در آنصورت 01چنانچه  
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 باندازه كافي بزرک باشد: Tچنانچه 
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11چنانچه   :باشد، در آنصورت 
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40روشن است كه  d .است 

 دليل اين دامنه به لحاظ رابطه زير است:
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 جمله اول بزرگتر از يك و جمله سوم كوچکتر از يك است
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 م:است بايد رابطه زير را ثابت كني  4dبراي آنکه نشان دهيم 
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قرار دارد. چنانچه پسماندها همبستگي پياپي مثبت  4همواره بين صفر و  dلذا نشان داده شده، 

كوچك خواهد بود و اگر پسماندها همبستگي پياپي منفي داشته  dداشته باشند، مقدار محاسبه شده 

با استفاده از مقادير مربوط به جدول براي  بزرک خواهد بود. البته مي توان dباشند مقدار محاسبه شده 

ld  وud .آزمون فرضيه را دقيق تر انجام داد 
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 فصل دوازدهم

 

 51هم خطی 42-4
كرديم كه ما تريس مشاهدات برروي متغيرهاي مستقل يعني  هاي مدل رگرسيون فرض مي در تحليل

اي مرتبه كامل باشد. يعني رابطه خطي كامل بين متغيرهاي مستقل وجود نداشته باشد. دار Xماتريس 

)XX(دانيم براي آنکه معکوس  مي   ،وجود داشته باشدX  بايد داراي مرتبه ستوني كامل باشد. موردي را در

 هاي مسئله داريم: ام از شيبنظر بگيريم كه فقط دو متغير توضيحي و عرض از مبدأ داريم. براي هر كد

(0) 21
1

1
2
21

2

1

22
21

2

,k
S)r(

)xx()r(

)(Var

kk
T

i

kik
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كند. وجود ارتباط  به سمت بينهايت ميل مي k، واريانس  اگر دو متغير كاملاً به يکديگر وابسته هستند

باط خطي كامل در بين رگرسورها نقض جدي فروض مدل است. مورد شايعي كه وجود دارد اين است كه ارت

هاي خود  بين دو متغير خيلي بالاست اما كامل نيست. در اين حالت مدل رگرسيون داراي كليه ويژگي

 باشد. باشد هر چند بالقوه داراي مسايل آماري حادي مي مي

 

 54هم خطی کامل 42-2
 كنيم تابع مصرف را بصورت زير تصريح نموده باشيم: فرض مي

                                                 
50 - Multicollinearity. 

51 -Perfect Collinearity. 
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  )كل درآمد( +4  )حقوق( +3 مد از طريق غيركار( + )درآ2 + C= 1  

در تابع فوق امکان تفکيك اثرات هر كدام از اجزاء درآمد برروي مصرف وجود ندارد. مثلاً اگر تابع فوق را 

 بصورت زير بنويسيم:

 SNT;TSN)C(E  4321 
 مقدار غيرصفري باشد كه پارامترهاي مدل را بصورت زير بازنويسي كنيم: qگيريم 

q,q,q  443322 
 لذا داريم:

TSNCE 4321)(    
 و اين مدل براي پارامترهاي مختلف قابل تصريح است.

 براي مقادير مختلف پارامترها يکسان باشد. E(C)دهد كه مقدار  برخلاف مرتبه كامل اين مدل اجازه مي

در تصريح مدل است. اصطلاحاً  البته در اينجا بايد توجه كنيم كه مشکل داده آماري نداريم بلکه مشکل

گويند پارامترهاي اين مدل قابل شناسايي نيستند و اين مشکل را تحت عنوان مسئله تشخيص يا شناسايي  مي

توانيم داشته باشيم كه ميانگين انتظاري  شماري از پارامترها مي بررسي خواهيم كرد. در اين مدل تركيبات بي

C ايم گرد آوريم، پارامترها قابل تخمين  قدار داده آماري توانستهيکسان است. لذا مهم نيست كه چه م

تواند در نظر گرفته شود، باين معني كه  نخواهند بود. در نتيجه فرض مرتبه كامل بعنوان فرض تشخيص مي

 باشد. E(y)بايد سازگار با مقدار معين  ، فقط يك دسته پارامتر ميxبراي بردار معين 

 :0مثال 
 uxxY  2211  

 12 xax  

  













2
2
2

1
xXX 

 0XX  

   1XXR  
  تخمين زده وبدست آوريمOLSتوانيم بصورت منحصر بفرد باروش  را نمي 2و1لذا پارامترهاي

 

 معادلات نرمال 











 


yx)ˆˆ(x

yx)ˆˆ(x

221
2
2

221
2
2 

 شود بصورت زير: دو معادله تبديل به يك معادله مي

 





2
2

2
21

x

yx
ˆˆ 

 2221

^

)ˆ()( yxxyE   
  آوريم  توانيم بصورت منحصر بفرد بدست مي را آيد چون    تواند بطور منصر بفرد بدست مي E(y)لذا 

 هم خطی ناقص  42-8
 : 2 مثال
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 پارامتر قابل تخمين خواهند بود L،درآنصورت  L<Kباشد مثلاً  Kوقتي مرتبه ماتريس كوچکتر از     

 Lلذا داده هاي آماري فقط اجازه تخمين  منبع تغيير وجود دارد Lستون فقط Kاهميت اين درآنست كه در

، مورد اي كامل اشته باشند ولي نه رابطهيکديگر رابطه د با بيشتر شايع است كه متغيرها دهد پارامتر را بما مي

  هاي آماري است داده هم خطي ناقص يا همبستگي بالا بين متغييرها، برخلاف هم خطي كامل يك مشکل در

هر چقدر رابطه  گردد مشکل تخمين ازنوع عدم تشخيص نخواهد بود اما به دقت تخمين زننده ها برمي

اين مسئله رادر مدل زير بررسي  يابد ها نيز كاهش مي نندهبين رگرسورها بيشتر باشد، دقت تخمين ز

UXYمدل كنيم مي  در نظر بگيريم  را  بطوريکه kXWX  :درنتيجه داريم ، 

   UxWX k   
توانيم بصورت  ( را مي0رابطه ) كنيم ي دقت تخمين زننده ها بررسي مياثرات هم خطي ناقص را بر رو

 زير بنويسيم:

 
kk

2

k
V̂V̂

)ˆ(Var



  (2 ) 

kبطوريکه:                                                                      
1

k X)W)WW(WI(V̂   

kV د ناشي از رگرسيون عبارتست از جمله پسمانkX  بر روي ساير رگرسور ها اگرxk  در حد بالايي با

kkساير رگرسورها همبسته باشد، آنگاه وقتي  V̂V̂ شود، چون مجموع مجذورات خطا همراه  كوچك مي

افزايش پيدا  k̂رنتيجه واريانس د كند ام وساير متغييرها كاهش پيدا مي Kباافزايش هم خطي بين متغيير 

  شوند ولي توجه داشته باشيم، همه پارامترها شبيه بهم وبطور يکسان ازاين قاعده متاثر نمي كند مي

 به مثال عددي زيرتوجه كنيم: 
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  RRRXXXX

    

2̂ بزرگتر از 3̂واريانس . يرهاي مستقل كاملاً بر هم عمودنددر اينجا متغي   است 1̂بزرگتر از و 

  باشد مي 01برابر XXاست ودترمينان   1̂ده برابر واريانس 3̂واريانس 
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220
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  است 5برابر XXدترمينان   است1̂برابر3̂ ،25ملاحظه ميشود هرچند واريانس

 92.080.090.0
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210

301

123
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 باشد برابر يك مي  XXدترمينال  شده است 2̂ر واريانس بالا رفته و براب 1̂در اين حالت واريانس 
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در حالت اول  3̂كوچکترين واريانس شده است و خيلي بزرگتر از واريانس  3̂در اين وضعيت واريانس 

 85/1برابر  2̂دترمينال  اند برابر از حالت اول بزرگتر شده 51حدوداً  2̂و   3̂درحاليکه واريانس  نيست

 پس نتيجه اين است كه اثرات همخطي ناقص بر روي ضرايب مختلف متفاوت است. است

 

 تشخیص هم خطی 42-1
Rعددي فوق اگر به  در مثال

ها نسبت به حالت اول رابطه اي  ها توجه شود، بين آنها و افزايش واريانس 2

 باشد   Xk، كل مجذورات خطا براي انحراف از ميانگين  TSSkچنانچه فرض كنيم  وجود دارد

kkk V̂V̂RSS    مجموع مجذورات خطا وقتي ،Xk  رويW در  گردد، شود محسوب مي رگرس مي

 آنصورت: مجذور ضريب همبستگي 
k

k2
k

TSS

RSS
1R  

R1(TSSRSS( يا : 2
kkk  

 ( داريم:2از رابطه )
k

2

k
RSS

)ˆ(Var


 

 
)R1(TSS 2

kk

2




 

آنگاه  تريس قطري باشدما XXعبارتست از تخمين پارامترها در حالتي كه  0̂اگر فرض كنيم 

0R 2
k   0است و واريانس̂  برابر است با

k

2

TSS


 

هاي ضرايب  گيري بزرگي واريانس توانيم از نسبت اين دو واريانس بعنوان يك شاخص براي اندازه لذا مي

 مختلف استفاده كنيم

 
2
k0

k

R1

1

)ˆ(Var

)ˆ(Var






 

مثالعددي:

 
1000100503325201052

)ˆ(

)ˆ(

999.099.098.097.096.095.09.08.05.0:

0

2






Var

Var

R

k

k

 

اين روش  است XXماتريس  52روش جايگزين براي تشخيص هم خطي استفاده از عدد وضعيت

  با استفاده از مقادير ويژه ماتريس بکار برده شده است Belsley et al (1980)توسط 

آن  51ار ويژه يك ماتريس به كوچکترين مقدار ويژهعدد وضعيت يك ماتريس جذر نسبت بزرگترين مقد

 ماتريس بدست مي آيد

                                                 
52 -Condition Number. 

مقادير ويژه ماتريس در بخش ماتريسها آمده است -51  
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  يك ماتريس )كه معمولاً با نماد  54توان برحسب حاصلضرب مقادير ويژه دترمينال يك ماتريس را مي

 دهند( نشان داد يعني: نشان مي

 k21 ...XX  

 ي از مقادير ويژه كوچك هستنددترمينال خيلي كوچك باين معني است كه بعضي يا خيل

 
2/1

min

max
umberConditionN 












 

و اين در  55است =0اي بين آنها وجود نداشته باشد  ها همه بر هم عمود باشند و اصلاً رابطه Xkاگر 

2حالي است كه 
kR ها برابر صفر است 

، علامت خطر براي   21 > يابد ايش مينيز افز  هر چقدر همبستگي متغيرها با يکديگر بيشتر باشد، 

 وجود هم خطي است

 :2مثال 

و   =2فرض كنيم در مثال فوق 
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 حل:

 0XX  
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 yتوانيم مقدار منحصر بفردي براي ميانگين  مي 2̂و  1̂كه براي مقادير مختلف  دشو نشان داده مي

 بدست آوريم

 

105.05.2010
10

ˆ205ˆ105.05.21

105.05.11

105.05.00

)20X|Y(Eˆˆˆˆ

1
1

12112










 

وانيم بطور جداگانه تخمين بزنيم، ولي تركيب خطي آنها قابل تخمين است و ت را نمي 2̂و  1̂گرچه 

E(y)  وان تخمين زدت را ميبراي هر مقدار 

 

52تجزیه واریانس ضرایب مدل رگرسیون 42-1-4
 

 باشد، آنگاه داريم: XXماتريس بردارهاي ويژه ماتريس  Aچنانچه 

 )(diagXAXA i 
  

k21 به طوريکه: ...  

                                                 
54 - Eigen Values. 

kkبراي از بين بردن مقياس هر ستون را بر  -11 XX  كنيم تقسيم مي  

56 - Regression Coefficient Decomposition Variable. 
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AAXX و سپس داريم:  

 در نتيجه:  AAXX  

 يا:


 
k

1i

ii
1

i
11 aa)XX( 

 بردارهاي ويژه متناظر بامقادير ويژه هستند iaبطوريکه

 توانيم بصورت زير بنويسيم: رامي ̂كواريانس پارامتر -ماتريس واريانس

   1212 )XX()ˆ(VC 

 


 
k

1i

ii
1

i
2 aa

 )
a

...
aa

()ˆ(Var
k

2
kj

2

2
2j

1

2
1j2

j








   

  
 باشد OLSبوسيله  ĵتواند بيانگر دقت تخمين اين معادله مي

 توان بيان كرد: تواند موثر باشند را بشرح زير مي عواملي كه بر دقت تخمين زننده ها مي

يعني هرچه اغتشاش زياد داشته  رابطه دارد 2صورت معکوس بادقت تخمين هر پارامتر ب -0

  باشيم، نتايج تخمين از اطمينان كمي برخوردارند

است كه به دو صورت زير بر روي  XXتغييرات متغيرهاي مستقل بيان كننده مقادير ويژه -2

  گذارد تخمين زننده ها اثرمي

اگر تغييرات كل متغيرهاي مستقل را با اثر ماتريس -الف i)XX(
اندازه گيري كنيم،   58

 برد را بالا مي OLSآنگاه افزايش دركل تغييرات، بشرط آنکه ساير عوامل ثابت باشد، دقت

مقادير ريشه هاي ويژه از طريق تساوي و يا عدم تساوي بين خودشان روي دقت تخمين زننده  -ب

ها خيلي كوچك است، آنگاه  iنسبت به ساير  k  يعني اگر گذارند ها اثر مي
k

2
jk2

a


   خيلي

Var)ˆ(شود و لذا  بزرک مي j ممکن است بزرک شود 

 كنيم: ولاً موارد زير را مشاهده ميوقتي رگرسورها با يکديگر رابطه بالايي داشته باشند معم

هاي آماري تغييرات زيادي را در تخمين پارامترها موجب  الف( تغييرات كوچکي در نمونه داده

 گردد مي

بالا كه نشان از ارتباط بين متغيرهاي مستقل و وابسته است ولي به لحاظ داشتن  ĵب( عليرغم 

 داري برخوردار نيستند تخمين ضرايب از سطح معنيانحراف معيارهاي بزرک، 

 ج( علامت ضرايب خلاف انتظارات تئوريك است

كند )يعني  اي كه هم خطي ايجاد مي دو راه حل مکانيکي براي برخورد با مهمترين مسئله

57راه حل اول استفاده از روش تخمين ريج هاي بزرک( پيشنهاد شده است واريانس
   روش تخمين

 شود: به صورت زير تعريف ميمزبور 

                                                 
57 - Trace 
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 YX]KIXX[ˆ 1
r   

K ماتريس قطري است كه عنصر روي قطر آن عددي اختياري است K شود كه،  طوري انتخاب مي

 داري تورش است r̂گرچه  ها پايدار شوند نتايج تخمين

 چون:  )XX()KIXX()ˆ(E 1
r 

 است OLSهاي  زننده واريانس تخمين ولي واريانس آن كوچکتر از

 112 )()()()ˆ(   KIXXXXKIXXVC r  
و  GNPD ،GNPزيركه ميزان اشتغال كل را برروي عرض مبدا، روند  اي آماريه براي داده مثال:

 كند مخارج نيروي نظامي، رگرس نموده است، بيان مي

Armed 

Forced 
GNP GNPD T ثابت  

0.010 0.06439

4 
-19.76 -576 

__ K= 0(OLS) 

-0.0043 0.06443

9 
-25.77 -564.21 

__ 
K=0.00000

01 

 

را به واريانس متغيرهاي توضيحي اضافه كنيم، هر چند  Kبيان ديگر اين روش آنست كه مقدار ثابت 

، ضريب لاگرانژ در Kيکي از راههاي انتخابي  كند كاهش پيدا مي MSEدار است ولي  تخمين پارامترها تورش

 ، بطوريکه مثلاً:مقيد است OLSمدل 

 



k

1i

2
i C 

 مثلاً در يك مدل دو متغيره داريم:

 uXXY 2211  

 C:t.s 2
2

2
1  

 )C(k)XXy(:Min 2
2

2
1

2
1211  

 02)()(2 111211   kXXXy 

 02)()(2 221211   kXXXy 

 yXXX)KX( 12211
2
1  

 yXKXXX 22

2

2121 )()(   
 

  ضريب لاگرانژ است Kاشد و ب مي Ridgeقع معادلات فوق، معادله نرمال مربوط به روش برآورد در وا

 Principale Componentد، روش: شو راه حل ديگري كه براي مشکل هم خطي پيشنهاد مي

Regression است  فرض كنيدK وانيم روابط خطي بين اين مغيرها را بصورت زير در ت تا متغير داريم، مي

  ظر بگيريمن

 
 kk22111 Xa...XaXaZ  

                                                                                                                                               
58 -Ridge. 
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 kk22112 Xb...XbXbZ  

 kk22111 Xa...XaaZ  

11و بهمين ترتيب  axZ  

 رين ريشه مشخصه استبزرگ 1است، كه  1متناظر با ريشه ويژه  XXبردار ريشه ويژه   a1بردار 

با   XXتعريف شود، تغييرات   XXبا اثر   Xاگر كل تغييرات در 
1

1
1W




  قابل توضيح است 

  aiماكزيمم شود با قيد اينکه مجموع مجذورات   Z1ها را طوري انتخاب كنيم كه واريانس  aiفرض كنيد 

 1a...aaابر با يك باشدبر 2
k

2
2

2
1  است 51كه شرط نرمال كردن 

هاست كه داراي  xتابعي خطي از  PCپس  گويند Principle Componentرا اولين  Z1آنگاه 

ها برابر  xiبا قيد اينکه مجموع ضرايب  Zجريان ماكزيمم نمودن واريانس توابع خطي  بيشترين واريانس است

ها  xهاي  PCتا تابع خطي خواهيم داشت كه  Kتا جواب خواهد شد، بطوريکه  Kر به با يك باشد منج

 توانيم بصورت زير مرتب كنيم ها را مي Ziهاي  پس از آن واريانس شوند خوانده مي

)Z(Var....)2Z(Var)Z(Var k1  
Z1 بيشترين واريانس اولين باPC شود خوانده مي Z2 بيشترين واريانس دومين  باPC شود و ه ميخواند 

 ها داراي ويژگي هاي زيرند:  PCبهمين ترتيب اين 

0-  )X(Var....)X(Var)X(Var)Z(Var....)Z(Var)Z(Var k21k21   

كنند  لذا بعضي پيشنهاد مي ها برهم عمودند يا رابطه ندارند Z ها كه باهم رابطه دارند، Xبرخلاف  -2

نيست چراكه به ولي اين روش صحيح  ها رگرس كنيم Zرا بر روي  Yها،  Xبر روي Yكه بجاي رگرسيون 

شود گرچه  ها كنيم، پيشرفتي حاصل مي Zاي از مجموعه را روي زير Yاما اگر جوابهاي مشابه خواهيم رسيد

 داراي مشکلاتي بشرح زيراست: 

  داشته باشد Yبالاترين واريانس را دارد ولي معلوم نيست بيشترين همبستگي را با  PCاگرچه اولين  -0

كنار  بقيه را دارند و Yكنيم كه بيشترين رابطه را با هايي را انتخاب مي PCممکن است بگوئيم آن  -2

  ها هم عملي است Xگذاريم، اين كار درباره مي

  مفهومي ندارد 2+)درآمد(1يعني مثلاً : )قيمت( ها مفهوم اقتصادي ندارد Xتركيب خطي -1

PC وجود داردكند كه چند منبع تفسير مستقل درداخل مدل  ما را راهنمايي مي  فرض كنيد چندين

درصد تغييرات نرخ بهره را PC  ،11دهد كه دو تا  نشان مي PCنرخ بهره داخل مدل وجود دارد، ولي روش

  دهد گوئيم فقط دو متغير پنهان وجود دارد كه همه تغييرات نرخهاي بهره رانشان مي ميدهند نشان مي

                                                 
59 - Normalization. 
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 21همزمان خطی سیستم معادلات 48-4
 

چنانچه متغير وابسته )درونزا( يك معادله در سمت راست معادلات ديگر ظاهر شرود، معرادلات همزمران    

خواهيم داشت. دو مسئله اساسي در معادلات همزمان وجود دارد كه عبارتسرت از ترورش همزمراني و مسرئله     

 مثال زير توجه كنيم:تشخيص. براي آنکه به اين دو مشکل در معادلات همزمان پي ببريم به 

 مدل ساده كينزي زير را در نظر بگيريم:
 

(0   ttt YC      2,0..~  dNiit  

(2   ttt ICY     0II t   

 
 ن بزنيم داريم:تخميOLS( به روش 0را در معادله ) چنانچه پارامتر 

(1   






2

t

tt

Y

YC
  

 

(4   






2

t

tt

Y

Y 
  

 

                                                 
60 . Linear Simultaneous Equations Model 

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com



 مدل معادلات هم زمان خطی: سیزدهم فصل      112



دار بودن يا نبودن  تورش


   بستگي به اميد رياضري حاصلضرربt  وtY  دارد. اگرر ttYE    برابرر صرفر

OLSباشد، 



  بدون تورش و چنانچه ttYE  ،مخالف صفر باشدOLS



   داراي تورش است. براي آنکه بره ايرن

 مسئله پي ببريم، كافيست آن را محاسبه كنيم.
 

ttt IYY   0  





 





11

0I
Yt  
















11

2

0 tt

tt

I
Y  

  0
1

0
2








 

ttYE  

 

OLSكنيم ملاحظه مي



گويند. مي 10، داراي تورش است. به اين تورش، تورش همزماني 

 ( داريم:4لذا با جايگزاري در رابطه )
 

2

2

01

1
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سئوال اين است كه آيا 


 سازگار است؟ 

21
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1
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م به سمت صورت جمله دو


 

1

2

و مخرج به سمت  
 2

22

0

1 

 



I
 كند. ميل مي 

لذا داريم: 
 

2

2

01

1
lim






I
P








 

OLSگيريم كه  نتيجه مي



   در معادلات همزمان داراي تورش و ناسازگار است. براي آنکه به يك تخمرين

 وش متغير ابزاري را مورد استفاده قرار دهيم.زننده سازگار برسيم ميتوانيم ر

 

 

 

 

                                                 
61 . Simultaneous bias 
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 روش متغیرهاي ابزاري : 48-2
tttمدل  uxy             را در نظرر بگيرريم، همرانطور كره در فرروض رگرسريون آمرده اسرت درصرورتيکه

  0, tt uxCov هاي  زننده باشد، تخمينOLS .متغيرهاي ابزاري در اينجرا عبارتسرت    ناسازگار خواهند بود

چنرين   tzداراي همبستگي بالايي باشد. فرض كنيم  txارتباط نداشته باشد ولي با متغير  tuاز متغيري كه با 

متغيري باشد. بطوريکه   0, tt uzCov  داريم:باشد، در آنصورت 

tttttt uzxzyz    

0limچون  


T

uz
P

tt:لذا داريم 

tt

tt

IV
xz

yz








  

 حال مدل را بصورت چند متغيره در نظر بگيريم:
UXY    

0limدانيم:  همانطور كه مي 


T

UX
P و طبق فرضQ

T

XX
P 


lim 

OLSزننده  لذا تخمين



زننده نيز يك تخمينIV است كه متغير ابزاري رگرسورهايX : است چون 

 


limP  

حال اگر در مدلي 
T

UX
P


limبه سمت صفر ميل نکند، مثلاً يکي از عناصرX ،1tY   باشد و در نتيجره

KTWرابطه برقرار باشد، بايد متغير يا متغيرهايي در قالب ماتريس  tUو  1tYبين     پيدا كنيم كه برا جمرلات

 همبستگي داشته باشد. Xاي نداشته باشند و در عين حال با  اخلال رابطه

         يعني :  0ttiUWE 

UWXWYW        در اين صورت:   

0limاگر  


T

UW
P  باشد. در آن صورتIV



شود. بصورت زير تعريف مي 

  YWXWIV '
1



  

 پس داريم:

  UWXWIV





1
  

T

UW
P

T

XW
PP IV









 





limlimlim

1

  

   0.lim 1
^

wxIV QP  
 

مثال: مجددا تابع درآمد و مصرف مدل كينز را كه براي سادگي عرض از مبدا آنررا كنرار گذاشرته ايرم در     

 نظر بگيريم:

ttt YC    

ttt ICY   
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,چنانچه


 از طريقOLS.تخمين زده شود، داراي تورش خواهد بود و ناسازگاراست 

 را بعنوان متغير ابزاري در نظر بگيريم داريم:tIچنانچه متغير 

IV



 =







tt

tt

tt

tt

YI

I

YI

CI 
  

 

IVP


lim =

T

YI
P

T

I
P

tt

tt






lim

lim


  

0lim 


T

I
P

tt
               

 چون:

Iy

tt
Q

T

YI
P 


lim             

  ثابت

 


IVP lim در          

 نتيجه:

 : 22تشخیصمسئله  48-8

 

uXyدر مدل     اگرX   ها غيرتصرادفي باشرند و INu 2,0~      اگرر مرا توزيرعy   را داشرته

 را پيدا كنيم، بدين ترتيب كه چون : ها هم معلوم باشند، قادر خواهيم بود مقادير واقعي Xباشيم و 

 IXNY 2,~   

 را پيدا كنيم. توانيم را داشته باشيم از رابطه زير مي Xحال اگر 
XEy   

 بطور منحصر بفردي قابل حل است؟ سئوال اين است كه آيا رابطه فوق براي 

 قابل تشخيص و شناسايي است. اگر پاسخ مثبت باشد، 

 قابل تشخيص نيست. چنانچه پاسخ منفي است، 

خطري نباشريم قرادريم     معلوم، چنانچه دچار همXمعلوم و  Eyگفتيم اگر  در معادلات غيرهمزمان مي

 داديم اين بود كه  را تشخيص بدهيم. شرطي كه براي اين كار قرار مي  kXRank    يعني مراتريسX 

داديرم، مردل خطري غيرهمزمران قابرل       ستون مستقل از هم باشد. پس چون اين شرط را قررار مري   Kداراي 

 تشخيص بود.

                                                 
62 . Indentification 
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 تشخیص پارامترهاي فرم ساختاري: 48-1
 مدل عرضه و تقاضاي زير را در نظر بگيريم:

   – 0مدل 

1111        ضاتابع تقا   ttt

D

t ulcpbaq  

2222      تابع عرضه   ttt

S

t urcpbaq  
D

t

S

tt qqq   

tl  وtr      به ترتيب عبارتند از ميزان درآمد و بارندگي كه هر دو متغيرهاي برونرزا هسرتند، در ايرن مردل

 درونزا هستند. قيمت و و مقدار متغيرهاي
    ,0~..,, 210 NdiiuuU ttt  

 











2221

1211




 

 با استفاده از شرط تعادل داريم:









2222

1111

ttt

s

t

ttt

p

t

urcpbaq

ulcpbaq
 

 نامند. مي 11فرم بالا را فرم ساختاري

abcپارامترهاي  ,,, گويند. را پارامترهاي مدل ساختاري مي 

 دست يابيم: 14توانيم به فرم حل شده  ميبا جايگزاري و حل مدل يا فرم بالا

 









2654

1321

tttt

tttt

vrlq

vrlq




 

 

    ,0~.., 210 NdiivvV ttt  

 











2221

1211




 

 

 بطوريکه:
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63 . Structural Form 

64 . Reduced Form 
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2221121111    

   22122111112   bb  

22

2

2122111

2

122 2  bbbb   

 نامند. را پارامترهاي فرم حل شده مي ,پارامترهاي 

ttفرض كنيد  er ttغيرتصادفي باشند و توزيع  , pq  معلوم باشد. ,

الف: حال مسئله شناسائي در فرم حرل شرده بصرورت زيرر قابرل بررسري اسرت. فررض كنيرد از توزيرع           

           تغيرهاي درونزا اطلاع داشته باشيم )حداقل دو گشتاور اول(  م ttt pqy ,0  

64321توانيم بطور منحصر بفرردي مقرادير    آيا مي ,,,,   221211و ,,      را از فررم حرل شرده

 باشيم:بدست آوريم؟ به عبارت ديگر، اگر دو سري پارامتر بصورت زير داشته 
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 دهند. نشان مي 0tyكه هر دو سري توزيع مشابهي را براي 

و متغيرهاي برونزا  0tyآنگاه مشاهده  ttt rZ 1,,10       به ما اجرازه نخواهرد داد ترا سراختار مروردنظر را

 حدود باشد. حال:تعيين كنيم، حتي اگر مشاهدات نام
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باشد يعني كامل، آنگاه با مشاهده  1برابر  Zاگر مرتبه ماتريس  yE تروانيم   ، مري   را محاسربه

 كنيم و بطور منحصر بفرد بدست بياوريم.

توانيررم مراتريس    . لرذا مري   0tUبرابر اسرت با واريانررس كوواريانررس  0tyكوواريانس -ماتريرس واريانس

را نيز بدست آوريم. در نتيجه اگر مراتريس مشراهدات برر روي متغيرهراي     يعني 0tVكوواريانس  –واريانس

diiل باشد و جمله اخلال برونزا داراي مرتبه كام  باشند، پارامترهاي فرم ساختاري قابل شناسايي هستند. ..

مسئله شناسايي در فررم سراختاري: گيرريم توزيرع متغيرهراي درونرزا )حرداقل دو گشرتاور اول( را          -ب

دانيم، يعني توزيع  مي ttt pqy ,0 حصر بفرد و يك بيرك بره پارامترهراي    توانيم بطور من معلوم است. آيا مي

abcفرم ساختاري  ,,, برگرديم؟ 

شود كه اگر دو سري پارامتر براي فرم ساختاري وجود دارد كه توزيع مشابهي  مجدداً اين بحث مطرح مي

نيم، حتري اگرر   توانيم بين دو ساختار تفاوت قائل شويم و ساختار موردنظر را تعيين ك دهد، ما نمي را نشان مي

 حجم نمونه نامحدود باشد.

ttهمانطور كه قبلاً نشان داده شد، داشتن دو گشتاور اوليه از توزيرع متغيرهراي وابسرته )    pq در اينجرا(  ,

 ,براساس فروض مدل ساختاري، برابر است با: 

61شود كه اگرر،   ختاري به اين سئوال تبديل ميلذا ، سئوال درباره شناسايي پارامترهاي فرم سا ,,   

2211و  ,,  توانيم بطور منحصر بفرد و يك به يك مقادير پارامترهاي فرم ساختاري يعنري   را داريم، آيا مي

222111221211 ,,,,,,, cbacba را بدست آوريم؟ 
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12توجه داريم كه اگر  ,bb  221211و ,,   221211را بدست آورم، مقادير ,,      نيرز برراي مرا معلروم

61شود كه آيا  شود. در نتيجه سئوال منجر به اين سئوال مي مي ,,        نشانگر مقرادير منحصرر بفررد برراي

21 ,, ca  باشد؟ مي 

 براي مدل فوق داريم:
 

6

3
1




b   , 

5

2
2




b   ,  1262 bbc    

 2151 bbc    , 4111  ba    , 4212  ba   

0, 212  cbb  
 

 شوند. د، تعيين مي، بطور منحصر بفر ijمعلوم است،  و چون 

 ( قابل شناسايي هستند.0لذا پارامترهاي فرم ساختاري مدل )

 حال مدل ديگري از عرضه و  تقاضا را در نظر بگيريم:
 

   -2مدل 

         

t

s

t

D

t

tt

s

t

ttt

D

qqq

upbaq

ulcpbaq







222

1111

 

 فرم خلاصه شده بصورت زير است:
 

121 ttt vlq     
12

1221
1

bb

baba




  , 

12

21
2

bb

bc


  

254 ttt vlp     
12

21
4

bb

aa




   , 

12

1
5

bb

c


  

 
شود تفاوت فرم خلاصه شده فوق با فرم خلاصه شرده   ( محاسبه شده است، ملاحظه مي0كه مانند مدل )

امترهاي فرم خلاصه شده باز هم قابل شناسرايي  باشد. پار در معادله عرضه مي tr( تنها در حذف متغير 0مدل )

پارامتر معلوم در فرم حل شده داريرم در حاليکره    4هستند. اما براي رسيدن به پارامترهاي فرم ساختاري فقط 

شود  پارامتر ديده مي 5در مدل ساختاري  22111 ,,,, bacba اما 15تشخيص است آشکار است كه سيستم كم .

 هاي فرم ساختاري تابع عرضه قابل شناسايي هستند. يعني:عليرغم آن پارامتر

5

2
2




b    ,   4212  ba   

 لذا تابع عرضه قابل تشخيص ولي تابع تقاضا قابل تشخيص نيست.

21اما اگر فرض كنيم  bb    اص قرينره  يا به عبارت ديگر مجموع كشش عرضه و تقاضا براي كرالاي خر

 است در آنصورت داريم:
  42111251 ,  babbc   

                                                 
65 . Underidentified 
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   -1مدل 

 و بالاخره تابع عرضه و تقاضاي زير را در نظر بگيريم:

11111 tttt

D

t urdlcpbaq   

222 tt

S

t upbaq   

t

S

t

D

t qqq   

 فرم خلاصه شده مدل بصورت زير است:
 

1321 tttt vrlq    

2654 tttt vrlp    
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 داريم يعني: 2aو 2bدر اين مدل، دو فرم براي

6

3
2




b           

 522 /b يا    

4212  ba   

1111و براي  ,,, abcd .هيچ جوابي نخواهيم يافت 

 در اينجا تابع عرضه بيش از حد قابل شناسايي است ولي تابع تقاضا قابل شناسايي نيست.

 تفاوت قائل هستيم. 17و كم تشخيص 18، فوق تشخيص 11پس بين سه حالت دقيقاً قابل تشخيص

كنيم  ختاري استفاده ميملاحظه كنيد، فرمولهاي فوق را براي بدست آوردن و تخمين پارامترهاي فرم سا

 ( داريم:1اما در مدل )















5

2
22 ,








bb  

22و لذا 





 bb  يعني گوئيم پارامترها  دهند. در اينصورت مي هاي منحصر بفردي بدست نمي ها جواب

 فوق تشخيص هستند.

 نمادها ، فروض و قضایاي حد مرکزي: 48-5
 ام را در نظر بگيريم: iام از معادله  tه مشاهده چنانچ

 مشاهده عبارتست از : Tام براي iمعادله 

                                                 
66 . Exact Identified 

67 . Over  Identified 

68 . Under Identified 
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j

tijitjjitjti TtUCZbyy
1 1

,,1 

 0iib  بطوريکه:

 مشاهده عبارتست از : Tام براي  iادله مع

iiii UZCYby ....   

                        بطوريکه:   k
KT

G
GT

zzZyyY .1..1. ,,,,,  


 

 

iG  تعداد متغيرهاي درونزا وiKمعادله تعداد متغيرهاي برونزا درi .ام است 

iY عبارتست از بردار متغيرهاي درونزا كه در معادلهi اند. ام ظاهر شده 

iZ عبارتست از بردار متغيرهاي از پيش تعيين شده كه در معادلهi اند. اهر شدهام ظ 

i  وi كنيم: را بصورت زير تعريف مي 

1:

1:





ii

ii

K

G




 

 

 توانيم بصورت زير بنويسيم: ام را مي iمعادله

iiiiii uZYy ..    

 بطوريکه:   









i

i

itii ZYX



,,       iii Xy .

   

 انتخاب كنيم، خواهيم داشت:  Yام را از ماتريسjحال فرض كنيم بخواهيم ستون
 

jeeYy jji 
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. ...



 

je.1يك بردارG است كه همه عناصر آن بجز عنصرjام صفر است و عنصرj.ام برابر يك است 
 

   
ii GG

i
KT

iiiii
GT
i LYGeeYGyyY



 11.1... ,,,,   

                        و بهمين ترتيب

ii KK
i

KTKT
i LZZ



 2 

 

1iL 2وiLناميم. گر مي هاي انتخاب را ماتريس 
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iii    براي مثال: Lb 1.  

     iii Lc 2.  
 

 توانيم بصورت زير بنويسيم: لذا فرم ساختاري مدل را مي
       GGGG uuccZbbYyy .1..1..1..1. ,,,,,,,,    

 را برداري نمائيم داريم: Uو Yاگر ماتريسهاي
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uXy                يا:   

       بطوريکه:   UVecuyVecy  , 
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Vec  

.بردار پارامترها بدون اعمال قيد است : 

GTGGGTGGGTGT
UCZBYY


  

 را به سمت چپ برده و از آن فاكتور بگيريم داريم:Yحال چنانچه 
 

  UZCBIY   

    11 
 BIUBIZCY  

 

VZIIY                گويند.  فرم مقابل را فرم خلاصه شده مي  

         بطوريکه:    11
,


 BIUVBIC 

 

 فروض مدل : 2 -48
dii؛ tu.بردار  -0  هستند؛ ..

 در طول زمان از يکديگر مستقلند ولي بر روي معادلات خير.يعني جملات اخلال 
  0.. 

st uuE  for    st   

  








 


.
1

.. TuuEuuE
T

t

tt  
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BIماتريس -2 .غيرمنفرد است 

 باشد، متناظر با متغيرهاي برونزا )فقط برونزا( آنگاه: Zزيرماتريسي از Wفرض كنيد -1

ww       غيرمنفرد و محدود  
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,2,1     محدود براي 
1

lim
1

.  






 kww
T

Q
KT

t

Ktt 

 شرايط پايداري: -4

     0UCYCYWCBIYUZCBIY HH110       
ماكزيمم  Hام و  iبراي دوره  Yرتست از مشاهده روي متغير تأخيري عبا iYبطوريکه 

 كنيم كه قدر مطلق ريشه معادله دترمينان تاخيراست. آنگاه فرض مي

   01

1  

H

HH CCBI  

 كوچکتر از يك باشد.

؛  Boundedبطور يکنواخت Wعناصر ماتريس -5 cwti .باشند 

 

 فروض مربوط به قضایاي حدي مرکزي:
Q  1محدود و غيرمنفرد است. بطوريکهQ .وجود دارد  
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بر اساس نمادهاي اشاره شده و فروضي كه بيان گرديد و قبل از ورود به بحث تخمين لازم است موضروع  

 شناسايي پارامترها بطور كلي و شرط لازم و كافي مورد بررسي قرار گيرد.

 

 ام :i تشخیص در معادله 

اگر هيچگونه محدوديتي روي مدل ساختاري اعمال نگردد، مردل قابرل تشرخيص نيسرت.      -0توجه 

 توانيم پارامترهاي بعضي يا همه معادلات را قابل تشخيص كنيم. تنها با اعمال محدوديت مي

0Cو   0jibمحدوديتهايي ماننرد :   ji     يعنري متغيرر درونرزايj    ام و متغيرر برونرزايj  ام در

 ام ظاهر نشوند. iمعادله 

  براي سادگي معادله يکم را در نظر بگيريم:

    1.11111. uZYy  

1Z  در معادله يکم است.ماتريس مشاهدات بر روي متغيرهاي برونزا ظاهر شده 
 

1K.1.1 Z,,ZZ   

1Y .ماتريس مشاهدات بر روي متغيرهاي درونزا ظاهر شده در معادله يکم است 
 GyYY .2.1 ,,  

  111. ,, YYyY  

  11, ZZZ  

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com

rasooljoon07@gmail.com



 مدل معادلات هم زمان خطی: سیزدهم فصل      123



ند يعني اينکه در سيستم معرادلات وجرود   متغيرها يا پارامترهايي كه با علامت ستاره مشخص شده ا

 دارند ولي در معادله مورد نظر ظاهر نشده اند. 

 فرم خلاصه شده عبارتست از :
VZY   

 BIC   

  CBI   

  1.1.1. Cbe   

 فرم خلاصه شده :

   
    

 


 





















 11.

1GGKK
23

GKK
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KK
21

1GGK
13

GK
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1K
11

11111. V,V,vZ,ZY,Y,y

11111

11111  

 

  خلاصه شده مربوط به متغيرهاي درونزاي معادله يکم عبارتست از:معادله فرم 

  

  12211211 VZZY   
 

براي آنکه پارامترهاي فرم خلاصه شده معادلات مربوط به معادله يکم را انتخاب كنيم، بصرورت زيرر   

 كنيم: عمل مي
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 ي فرم ساختاري و فرم خلاصه شده معادله يکم است.: دستگاه زير بيانگر رابطه بين پارامترها
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12221
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براي آنکه بتوانيم از پارامترهاي فرم خلاصه شرده پارامترهراي فررم سراختاري را بدسرت آوريرم، در       

 آوريم.   را بدست مي 1دستگاه فوق ابتدا بايد 
1

22211
 

 چيست؟ 22داراي مرتبه كامل باشد، اما  22پس لازم است 
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22   شروند بره ضررايب     عبارتست از پارامترهايي كه در فرم خلاصه شده وجود دارد و  مربروط مري

 اند. همتغيرهاي برونزايي كه از معادله اول حذف شد

 

 : 29اي شرط رتبه –الف 
 باشد. 1Gبرابر با  22شرط لازم و كافي براي تشخيص معادله اول اين است كه مرتبه 

  122 GRank   

رنرك كامرل    22ط اگرر  قابل حل اسرت، اگرر و فقر    1بطور منحصر به فرد براي   (a)اثبات: رابطه

 ستوني داشته باشد. اگر چنين شد داريم:

112111   
 كه داراي جواب منحصر به فرد است. 

 

 : 21اي شرط درجه –ب 
 شرط لازم براي تشخيص معادله اول عبارت از اينکه :

11 GKK  11 يا GKK  

اند متغير درونرزا در آن   حداقل به تعداد متغيرهاي برونزايي كه از معادله اول كنار گذاشته شده يعني

 باشند. ظاهر شده باشد يا تعداد متغيرهاي برونزاي درون سيستم بيشتر از متغيرهاي توضيحي معادله مي

 معادله است. Kاثبات: دستگاه داراي 

     12122   
11لذا، به تعداد مجهولات معادله نياز داريم. يعني اگر  GKK  باشد. معادله دقيقاً قابل تشخيص

11است و اگر GKK .باشد معادله فوق تشخيص خواهد بود 

 

 مثال:

 فرم ساختاري زير را درنظر بگيريم:
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 بسته ماتريسي داريم: به صورت فرم
YΓ+XB=Ε 

 Γو T.Kماتريس متغيرهاي ازپش تعيين شده   Xو  T.Gماتريس متغيرهاي درونزا   Yبطوريکه: 

 ميباشد. T.Gماتريس جملات اخلال و Eاست.  K.Gماتريس  Bو  G.Gماتريس

د, بدون اعمال متغير ازپيش تعيين شده باش 4متغير درونزا و  4چنانچه مدلي را درنظر بگيريم كه داراي 

 هيچگونه شرطي , سيستم بصورت زير خواهد بود.

                                                 
69 . Rank Condition 

70 . Order Condition 
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11 1 12 2 13 3 14 4 11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 31 1 32 2 33 3 34 4 3

41 1 42 2 43 3 4
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   4 4 41 1 42 2 43 3 44 4 4t t t t t ty x x x x        

 

 

برابر    γiiچنانچه بخواهيم مدل فوق را بر حسب متغيرهاي درونزا بصورت صريح دربياوريم , با قرار دادن

 منهاي يك آنرا نرماليزه ميکنيم لذا داريم:

 

1 12 2 13 3 14 4 11 1 12 2 13 3 14 4 1

2 21 1 23 3 24 4 21 1 22 2 23 3 24 4 2

3 31 1 32 2 34 4 31 1 32 2 33 3 34 4 3

4 41 1 42 2 43 3 41 1

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t

y y y y x x x x

y y y y x x x x

y y y y x x x x

y y y y x

       

       

       

   

       

       

       

     42 2 43 3 44 4 4t t t tx x x     

 

 

 حل شده مدل فوق بصورت زير خواهد بود: فرم

VXY  
 به طوريکه: 

 
11 )()(   IBIEV 

  است.  بنابراين داريم: 4,4ماتريس 

 

1 11 1 12 2 13 3 14 4 1

2 21 1 22 2 23 3 24 4 2

3 31 1 32 2 33 3 34 4 3

4 41 1 42 2 43 3 44 4 4

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

y x x x x v

y x x x x v

y x x x x v

y x x x x v

   

   

   

   

    

    

    

    

 

 

ملاحظه ميشود كه در فرم خلاصه شده بالا همه متغيرهاي درونزا بر حسب كليه متغييرهاي از پيش 

 ها بر حسب پارامترهاي فرم ساختاري هستند. اند و ضرايب فرم خلاصه شده  شده محاسبه شدهتعيين 

هاي  فرم خلاصه شده بالا با استفاده از روش حداقل مربعات معمولي قابل تخمين است و تخمين زننده

شده فوق سازگاري بدست ميآيد. اما قادر نخواهيم بود بادر دست داشتن تخمين پارامترهاي فرم خلاصه 

پارامترهاي فرم ساختاري موجود را شناسايي كنيم. لذا هيچيك از معادلات مدل فوق قابل شناسايي نيستند 

 زيرا بدون اعمال قيد در فرم ساختاري پارامترها قابل شناسايي نخواهند بود.

 

ه اول حذف كنيم. را از معادل  xt3 , xt4ومتغيرهاي  yt4براي شناسايي معادله اول متغير  حال اجازه دهيد

 پس قيدهاي زير را اعمال ميکنيم.
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γ14=0 , β13 = β14=0 
 در اين صورت فرم خلاصه شده را ميتوانيم بصورت زير بنويسيم:

   

   

11 21 31 41

12 22 32 42* * *

.1 1 1 1 1 1 1 1

13 23 33 43

14 24 34 44
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 در رابطه اخير:

21 31 23 33*

12 22

22 32 24 34

   

   

   
      

   
 

 

از متغيرها( در معادله اول ظاهر نشده  اي دار نشانگر اين معناست كه اين متغيرها )دسته نمادهاي ستاره

 اند.

 از فرم خلاصه شده , ميدانيم كه: 

 )(I 
 وبراي معادله اول خواهيم داشت:

 

11 21 31 41 11

12 22 32 42 12 12

1313 23 33 43

14 24 34 44

1

0

00

    

     

   

   

     
     

     
     
     

       

 

 ويا ميتوانيم دستگاه زير را از روابط بالابدست آوريم.

11 12 21 13 31 41 11

12 12 22 13 32 42 12

13 12 23 13 33 43

14 12 24 13 34 42

0.

0.

0. 0

0. 0

      

      

     

     

   

   

   

   

 

 

ها( را از دستگاه بالا بر حسب پارامترهاي فرم γدر اينجا براي آنکه بتوانيم پارامترهاي فرم ساختاري )

 ها( بدست آوريم بصورت زير عمل ميکنيم: خلاصه شده )
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12 21 13 31 11 11

12 22 13 32 12 12

12 23 13 33 13

12 24 13 34 14

     

     

    

    

  

  

 

 

 

 

 ها را بدست ميآوريم و داريم:  γلذا از معادله سوم و چهارم ابتدا 

 
1

23 33 23 3312 13 12 13

13 1324 34 24 3414 14

      

     



          
            

          
 

 

 باشد: 2نياز داريم كه مرتبه ماتريس زيربرابر   2,2براي بدست آوردن معکوس ماتريس  بنابراين

23 33

22

24 34

 

 

 
   

 
 

 

 باشد.  2بايد  Rank(22)يعني: 

 

ميباشد. از طرفي تعداد متغيرهاي برونزاي  =2G1تعداد متغيرهاي درونزاي ظاهر شده در معادله اول 

K1اهر نشدهظ
*
 =K-K1  است. 2در معادله اول برابر 

*

1 1K G 

 پس معادله يکم دقيقا قابل شناسايي است. 

 ام و زماني برقرار است كه: i: شرطي است لازم و نه كافي براي معادله اي شرط درجه
*

iK Gi شده از معادله  يعني تعداد متغيرهاي برونزاي كنار گذاشتهi  ام حداقل برابر تعداد متغيرهاي

ام باشد. اين شرط صرفا شرطي شمردني است و اگر برقرار نباشد نيازي به  iدرونزاي وارد شده در معادله 

 بررسي شرط رتبه اي نيست. 

 

 ام وزماني برقرار است كه: iشرطي است لازم وكافي براي شناسايي معادله  اي: شرط رتبه
*

i iK G   يعني تعداد متغيرهاي برونزاي كنار گذاشته شده از معادلهi  ام  برابر تعداد متغيرهاي

 ام باشد. iدرونزاي وارد شده در معادله 
   

ملاحظه ميفرماييد كه تنها با خارج كردن يك متغيردرونزا و دو متغير برونزا از معادله اول قادر به قابل 

 ارامترهاي  اين معادله گرديديم.شناسايي نمودن پ

 

 براي فرم خلاصه شده و فرم ساختاري: OLSتخمين به روش

 براي فرم ساختاري: OLS -الف
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 چون جمله داخل كروشه برابر صفر است.

 

 بناميم. OLS,iام از فرم ساختاري را  iپارامترهاي معادله OLSاگر تخمين قضیه:
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 در نتيجه خواهيم داشت:
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زگار ند و ايرن بره دليرل    بطوركلي براي فرم ساختاري معادلات همزمان ناساOLSزننده هاي پس تخمين

iUو  iYمشکل وجود رابطه بين   باشد. مي .

 

 در فرم خلاصه شده: OLSكاربرد روش -ب
 YVecy;vZy   

         بطوريکه: VVecv  

    vvecZIy G   
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 است بطوريکه:SURتوجه داريم كه فرم خلاصه شده شبيه مدل
    TI'vvE,0vE   

 

د برود. از طرفري   يکي خواهML( و SUR)يعنيGLSتحت شرايط نرمال بودن جملات اخلال تخمين 

 خواهد شد.OLSتبديل به SURچون داراي يك مجموعه از متغيرهاي مستقل هستيم، لذا 

 عبارتسند از: و  پارامترهاي فرم خلاصه شده OLSلذا تخمين 


   YZZZ 
1

 







 ZYV,VV
T

1
 

00.limlimlim

1











 





Q
T

VZ
P

T

ZZ
PP  

                  


limP 

شود كه  ملاحظه مي


 اي سازگار است: زننده  تخمين 

T  Q,0Nvec
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مال باشد، نر Uو اگر 


 و 


 هاي  زننده تخمينML  از  و .هستند 

 

 

 

 

 حداقل مربعات غیرمستقیم: 48-2
شرده  جريان روش تخمين حداقل مربعات غيرمستقيم بدين ترتيب است كه ما ابتدا پارامترهاي فرم حل 

را  Cو Bهاي ابتدايي پارامترهراي فررم سراختاري يعنري      زننده زنيم سپس بر اساس آن تخمين را تخمين مي

 تخمين خواهيم زد.

 

 همانطور كه گفته شد ما رابطه زير را بين پارامترهاي مدل حل شده و ساختاري داريم

  1
 BIC  

  CBI   

CB   

 CB  
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 ام خواهيم داشت: iبراي معادله 
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نياز داريم كه مرتبه ماتريس  2ii L,  با برابرii KG  .باشد 

 حال بعنوان مثال معادله اول را در نظر بگيريم:

1.11111. uZYy    

    











 

232221

131211*
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 م:)كه قبلاً هم ديديم( را بصورت زير بنويسي aتوانيم رابطه  لذا مي

111112    

12122    

براي مسئله تشخيص ما نياز داشتيم كه   122 kRank  .باشد 

11                يا:

22

12

0
1 KG

I
Rank
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ايرررن اسرررت كررره:  aشرررويم كررره نيررراز مرررا برررراي تشرررخيص در رابطررره   در اينجرررا متوجررره مررري

  iii KGLRank   باشد. ,12

iiاگر  KGK   باشد معادلهi    ام دقيقاً قابرل تشرخيص و اگررii KGK      باشرد فروق تشرخيص

 خواهد بود.

فرض كنيد  – 0تعريف 


  تخمين ،OLS.پارامترهاي فرم حل شده باشد 

(i  در حالتي كه معادلهi ،ام دقيقاً قابل تشخيص باشدILS    را بصورت بردار جوابهاي منحصرر بفررد زيرر

 كنيم. تعريف مي

iOLSiii L .,2,








   

 
(ii در مواردي كه معادله يکم فوق تشخيص استii KGK  ماتريس ،S با ابعرادK)KG( ii  را

گيرريم بطوريکره برا پريش ضررب كرردن آن در ماتريسرهاي فروق،          بعنوان يك ماتريس انتخابگر در نظرر مري  

 ii KGK  كنيم. سطر را حذف مي 
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 كنيم. ( را بصورت زير تعريف ميS)متناظر با  ILSزننده  سپس تخمين

iILSiii SLS .,2, 








  

iiخواهيم  فرض كنيد مي – 0نکته  KGK  :سطر را حذف كنيم، آنگاه 

    
iiiiii KGKKGKG OIS  ,  

 توجه داريم كه براي پارامترهاي فرم حل شده واقعي، جواب اين دستگاه:
  12,  iii L   

 كنيم، يکي خواهد شد. بدون توجه به سطوري كه ما حذف مي

OLS  ،iزننده  نرا با تخمي iولي، وقتي



 كنريم، بطروركلي جوابهراي مختلفري خرواهيم       جايگزين مي

 كنيم. داشت و  آن جوابها بستگي دارند به اينکه كدام سطرها را حذف مي

 

زننده كرارآيي نخواهرد برود.     تخمين ILSبطوركلي در اين حالت كه معادله فوق تشخيص است  – 2نکته

 ايم. ه ما بخشي از اطلاعات را ناديده گرفتهدليل آن اين است ك

 

 

 )ابزاري( زير را در نظر بگيريم: IVزننده  قضيه : تخمين

iiiiIVi yXXX .

1

,














  











iii ZYX , 

    ii ZY


 

   1ii L


 

       YZZZ 



1

  
 فرم خلاصه شده بدست آمده است.  OLSاس تخمينيعني متغير ابزاري ما بر اس

بره لحراظ عرددي    ILSو IVi,يعنري  IVام دقيقاً قابل تشخيص باشرد، آنگراه   iحالا فرض كنيد معادله 

 خواهيم ناميد. SLS2را IVبرابرند. بعداً اين 

ISام دقيقاً قابل تشخيص است لذا iاثبات: چون معادله    زننرده   خواهد بود و تخمرينILS  بصرورت

 زير است:
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iiiiiiii yXyXyXXX ..
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iiii        اثبات شد: yXyX ..



 

 

 : 22تخمین زننده با اطلاعات محدود 48-3
 : 2SLSسه تعبير براي 

 بعنوان متغير ابزاري: SLS2 -الف 

انرد را روي همره متغيرهراي از پريش تعيرين       ام ظاهر شده iكليه متغيرهاي درونزايي كه در معادله 

 كنيم و  اين عبارتست از: شده رگرس مي

  iOLSi YZZZ 
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  متغير ابزاري:
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72 . Limited Information Estimator 

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com



 مدل معادلات هم زمان خطی: سیزدهم فصل      134



     iiiii yXXX
SLS .

1

2














 

 

 در دو مرحله: OLSاستفاده از  -ب

 زنيم. تخمين مي OLS فرم خلاصه شده را با -قدم اول

  iOLSi YZZZ 



1

,  
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iiiiاگر بتوان نشان داد كه  YYYY


  وiiii YZYZ 


 قضيه ثابت است: 
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      داريم:  ii

1

i YYYZZZZY


  

 لذا خواهيم داشت:

      iiiiiiii YZYZLYZZZZZLYZ 




2

1

2 
 ( برابر است.2( و )0پس رابطه )

 

 : 81بعنوان حداقل مربعات تعميم يافته 2SLS -ج

iiii uXy ..    

                                                 
73 . Generalized Least Square 
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Zاگر در اين مدل   دانيم: را بعنوان ماتريس تبديل مدل بکار ببريم بطوريکه مي 
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,OLSiها  زننده چون در اين تخمين



   زننرده سرازگار برراي     بکار برده شده يرك تخمرينi



   ،اسرت

LIVE)(ها  زننده قضاياي مربوط به حدي مركزي را راجع به اين تخمين
 توانيم بکار بريم: مي 84

 بطوريکه:
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11باشد؛  ميIVزننده  يك تخمين K-classزننده  قضيه: تخمين



 VKY     يك متغيرر ابرزاري برراي

1Y  1وZ .متغير ابزاري خودش است 

11111      دانيم اثبات: مي ZYZVKY 
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1limاگر  قضیه: kP هاي  زننده باشد تخمينK-class   سازگارند و بطور مجانبي داراي ماتريس واريرانس

 است. 2SLSكوواريانس  –

اگر   01lim KTP85، البته اگر معادله قابل تشخيص است. 

                                                 
74 . Limited Instrumental Variables Estimator 

75 ،  761اثبات صفحه .  Peteer. Schmidet  
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 ام. iدر معادله و  تعريف: تخمين زننده  
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 بطوريکه:
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 ( :4)قضیه 
 برابر صفر است. kاست بطوريکه  k-classزننده  يك تخمين OLSزننده  تخمين

 

 ( :2قضیه )
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 111 VYY 

 در نتيجه :

                YYYVY














 111 1 

 چنين:   هم

       























1111111111 1 YYYYYYVVYY 

     


 11111111 YYYYZYYYY 

11 YY


 

چون 



111111 YYYYYY :بنابراين 

SLS2i

i

i.1

i.1

1

1111

1111

i

i

uZ

yY

ZZYZ

ZYYY





















































































 

 

 : 22زننده با اطلاعات کامل تخمین 48-9
 ميدانيم كه:

ols

~~

ZY   

                                                 
76 . Full Information Instrumental Estimator 
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 كنيم. را بصورت زير تعريف مي  3SLSزننده  براساس روابط فوق تخمين
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 بدست آوريم. 3SLSدهد كه متغير دومي براي  رابطه اخير به ما اجازه مي

 

 

 :  88بکار ببريم و سپس حداقل مربعات وزني OLSاي كه دو بار  تخمين زننده -ب

زنيم و  تخمين مي OLSرا از فرم خلاصه شده با  قدم اول : 
~

Y  آوريم. بدست ميرا 

 Gi ,1    1

~~

ii LYY   يا    YZZZZY 
1

~

 

 

Giمعادله  OLSقدم دوم : تخمين  ,,1   iiiiii uZYy .

~

.   

G,,1iiبه ما خواهد داد: يعني  2SLSكه   

                                                 
77 . Weighted Least Square 
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 زنيم: را تخمين مي و كنيم  استفاده مي 2SLSاز اين 
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 بريم: قدم سوم: حداقل مربعات وزني را در مدل زير بکار مي
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بطوريکه  YVecy   و UVecu  برا   "ب"و  "الرف "توان نشان داد كه رابطره   باشند و مي مي

jij           يکديگر برابرند. چون : XXXX
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 فصل چهاردهم

 

 

 

 مدل سریهاي زمانی تحلیل

 

انرد و معتقدنرد كره مردلهاي معرادلات همزمران كرلان كره در سرالهاي           مشراهده كررده   اقتصراددانان  :مقدمه

ساخته شده اند، قدرت پيش بيني ضعيف تري ازمدلهاي ساده يرك متغيرره دارنرد، مردلهايي كره صررفاً       0111

   بصورت يك متغير سري زماني است داراي چند پارامتر و

اسرناد   دهنرد  ي اقتصادسنجي با اسناد كردن متغيرها با يکديگر، آنها را مورد تجزيه و تحليل قرار ميدر روشها

پس ازتخمين پارامتر مدلها، متغيرهاي وابسرته برر اسراس     هاي اقتصادي است كردن متغيرها منبعث از نظريه

مرا هردف پريش بينري را     ا باشرند  مري  Forecastبينري و   پيش بيني و حركت متغيرهاي مستقل، قابل پريش 

 دهرد، بررآورده نمرائيم    توانيم با يك مدل ساده كه رفتار متغير را بر اساس رفتار آن در گذشرته شررح مري    مي

برراي   ( ، برجستگي خاصي در پيش بيني روند متغيرها پيداكردBox-Jenkins, 1984بهمين دليل كارهاي )

 م است تعاريف و ابزارهاي را در اينجا معرفي نمائيمرسيدن به تجزيه وتحليل ماهيت متغيرهاي اقتصادي لاز
 

 Stochastic Processفراگرد تصادفی  -4
شوند را فراگررد تصرادفي    اي ازمتغيرهاي تصادفي كه دريك فضاي احتمالي تعريف مي تعريف: مجموعه   

 گويند

  NT;Tt:Xt 
 (, A , P )فضاي احتمال 

 فضاي نمونه است  واريانس و  A مقدار احتمال، Pبطوريکه:

 

 Weakly Stationary Stochastic Processفراگرد تصادفی ماناي ضعیف -2

به يك جريان تصادفي Zt:X t شود اگر:   ماناي ضعيف گفته مي 

  بستگي ندارد tميانگين آن وجود دارد و به 

 )X(E)i t 
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   است t-sوتابعي از كوواريانس آن وجود دارد

 )X,X(Cov)X)(X(var)ii stst  
 بستگي ندارد tثابت است وبه    Xtدرنتيجه واريانس

      2
ttt XXE)Xvar()iii  

 Xt لذا اگرر   توجه: ازسه شرط فوق نمي توان نتيجه گرفت كه گشتاورهاي سوم و چهارم هم ثابت هستند

   Xt ثابت باشد، درآنصورت Xt ها با يکديگر رابطه نداشته باشند، و واريانس   Xt باشد و داراي ميانگين 

    ماناي ضعيف است Xt با واريانس محدود باشد ،  i.i.d , Xt به ويژه چنانچه اگر ماناي ضعيف است

 

   Strictly Stationary Stochastic Processفراگرد تصادفی ماناي قوي  -8

به يك جريان تصادفي  Zt:x t    بع چگرالي مشرترک  قوياً مانا گويند، اگرر ترا)fdc(X,X,X kt2t1t 

k21  براي همه t...,,t,t  هم مانند تابع چگالي مشترکhx,hx,h,x kt2t1t   براي مقادير مختلفh  ،

   باشد

ماناي قروي باشرد و داراي واريرانس     xtتواند ماناي قوي باشد، ولي اگر  نکته: هر جريان ماناي ضعيف، نمي

  اً ماناي ضعيف خواهد بودمحدود، حتم

 

 Auto Correlation Function(ACF)تابع اتوکو واریانس  -1

     hhtt )X)(X(E   
hhبطوريکه    

))Xvar باشد داريم:   h = 0لذا، اگر t 

 

 Auto correlation Functionتابع خود همبستگی  -5

   داريم ACFتقسيم نمائيم تابع  0را بر hنانچه چ

11; hhh
n

h 



 



 

 خواهد بود p0 =1باشد  h = 0 لذا اگر

 

  Partial Autocorrelation Functionتابع خود همبستگی جزیی -2
رابطه ناخالص برين ايرن دو دوره    دهد رانشان مي Xt-kو   Xt رابطه ناخالص بين kازمرتبه  ACF(k)تابع

منهراي آن بخرش كره برا رابطره        Xtو   Xt-kي نام دارد، عبارتست از همبستگي سادده بينكه همبستگي جزي

 هاي گذشته ، توضيح داده نشده است، يعني:Xt و   Xt خطي بين

 kt1ktk2t21t1th X,X...XXXcorr 
  

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com



 تحلیل سریهاي زمانی: چهاردهم فصل      141



 

2- White Noise   
يگر وابسرتگي نداشرته باشرند آنررا     باشد و برا يکرد   2اگر فراگرد تصادفي داراي ميانگين صفر و واريانس

White  noise   گويند و معمولاً آنرا باt ياut دهند نشان مي   

 

  Autoregressive Modelمدلهاي اتورگرسیو  -3
 است AR(1)، يك مدل  tباشد براي همه مقادير  white noise, tرابطه زير راچنانچه 

  t1tt XX   
   ازمرتبه اول است مدل بالا اتورگرسيو

||1اگر توان نشان داد كه  باشد، ميXt يك جريان تصادفي ماناي ضعيف است  

 باجايگزاري داريم:  





j

jt
j

tX 

 بررسي كنيم آيا ويژگيهاي ماناي ضعيف را دارد؟

(0) )X(E t 

(2)  








 

 j k

kht

k

jt
j

htt )(E)XX(E 

 )(E khtjt
kj

kj












 


 

2باشد رابطه فوق t - j= t + h – kبطوريکه: اگر 
 و اگرkhtjt  باشد، برابر صفر خواهد شد   

 لذا داريم:  

jhk;2kj
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h وواريانس اتوكXt  ماناي ضعيف است   

كره ممکرن اسرت     ACFدقت كنيم كه تابع اتوكوواريانس نبايد صفر شود، برخلاف تابع خود همبستگي، 

   م باشدهتواند صفر  مي  h صفر شود، يعني

دانيم كه مي
2

2

1 
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hلذا 

h  تابعي نزولي ازh 1باشد، چون مي است 

t1ttبنابراين درمدل XX    1اگر  ،باشدXt   1فراگردي ماناسرت لرذا||     شررط پايرداري

  است

حال اجازه دهيد به  از مراتب بالاتر راخواهيم گفت درمراحل بعدي شرط مانايي براي مدلهاي اتورگرسيو

 گويند، بپردازيم نوع ديگرِي از فراگردهاي تصادفي كه به آنها ميانگين متحرک مي

 

 Moving Average Stochastic Processفراگرد تصادفی میانگین متحرك  -9
 باشد، t  ،White  noiseاگر متغير تصادفي مانند  

st()(E(بطوريکه:

)(E

)(E

st

22
t

t











 
 باشد درآنصورت:

1tttXفراگرد تصادفي    رافراگرد تصادفيMA(1) ميانگين متحرک ازمرتبه اول گويند ، 

 شودكه:   ملاحظه مي

(0) )X(E t 

(2) 
222

t )1()X(E  

(1) 
2

1tt )XX(E  

اگر  h 2يا h    -2    بطوريکه:   )XX(Eو)XX(E htt2tt 

يرك جريران ماناسرت و نشران داده       Xtبسرتگي دارد، لرذا    hبستگي ندارد ولي بره   tپس كوواريانس به 

   پردازيم درمراحل بعد به مراتب بالاتر فراگرد ميانگين متحرک مي شود، ماناي ضعيف است مي

 

   Difference Stationary Process (DSP)فراگرد تصادفی  -41
 بصورت زير باشد:  Xt  چنانچه سري

   t1tt XX   
يك سري مانا با ميانگين صفر و واريانس  t نامند.  مي DSPآنرا  

    باشد مي 2

 

 Random walkگام تصادفی  -44

t1ttبصرورت    Xtگام تصادفي است. فرض كنريم   DSPحالت خاصي از سري  XX    باشرد   يعنري

   گويند Driftاصطلاحاً اين سري را گام تصادفي بدون  ماناست Xtفاضل اول ت

 

  Trend Stationary  process فراگرد تصادفی -42
 داراي روند و بصورت زير باشد:  Xtچنانچه سري 

tt tX  
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Trendشود كه هر دو سري فوق داراي  ملاحظه مي گويند TSPبه آن 
ولري  روشري كره    باشرند،   مي  87

 باشد داراي كاربردهاي اقتصادي است TSPيا  DSPاينکه سري  كنيم متفاوت است روند آنها را حذف مي

 هاي واحد بپردازيم قبل از بحث در اين مورد بهتر است به سريهاي نامانا و ريشه

 

  Non- Stationary Process and Unit Rootsهاي واحد  فراگرد نامانا و ریشه -48

 هاي واحد: راگرد نامانا و ريشهف

بطور كلي اگر يك فراگرد تصادفي داراي ريشه واحد باشد، يعني فراگررد اتورگرسريوي اسرت كره مقردار      

 كند جاري يك متغير از مقدار گذشته آن تبعيت مي

 

 هاي واحد اهمیت ریشه -4-48
 ن وارد شود اثر دائمي دارداهميت داشتن ريشه واحد براي يك فراگرد تصادفي آنست كه اگر شوكي به آ

شود دائمي خواهنرد   يعني اگر متغير اقتصادي نامانا باشد، داراي ريشه واحد است و شوكهايي كه به آن وارد مي

مثلاً اقتصاددانان معتقدند اگرر دولرت عرضره     تواند ناشي از طرف تقاضا باشد بود و اگر شوكي دائمي باشد نمي

ر نخواهد بود بيکاري را براي هميشه كاهش دهد، در نتيجه پول در بلندمردت  درصد افزايش دهد، قاد 5پول را 

،  هاي اقتصادي را كاهش دهد مدت نوسانات در برخي فعاليت ممکن است دولت قادر باشد در كوتاه مهم نيست

 اما در اين مدت ميزان محصول تغييري نخواهد كرد

نامانا اسرت، لرذا تغييررات در     GNPاگرد تصادفي نشان دادند، چون فر  Nelson- Plosser (1982)اما 

GNP هايي كه برروي  يا شوکGNP گذارند،  شوكهاي ناشري از عرضره اسرت    اثر مي     فررض كنريم در زمران

 GNPآنگراه اگرر مردل سرري      )افزايش عرضه پول( بررروي آن حرادش شرود    mشوكي باندازه  Tمعيني مثلاً 

t1ttبصورت  XX     ،باشدt1T2T XوXوX   باندازهm كنند، لذا اثر شروک و افرزايش    افزايش پيدا مي

 شود مورد سئوال واقع مي "پول در بلندمدت مهم نيست"عرضه پول در اينجا دائمي است و نظريه 

t1ttاما اگر سري بصورت مدل:  XX    1باشد، بطوريکه||    باشد، شروک m     در طرول زمران از

خواهرد برود كره     m2و   mهراي بعردي    شرود و در دوره  وارد مي mشوک   Xtچون در  بين خواهد رفت

  گوئيم پول در بلندمدت خنثي است ميرنده است ولذا شوک موقتي خواهد بود مي

 DSPحقيقري، نامانرا و يرا    GNP نردارد، اگرر   GNPمي روي پولي احتمالاً اثرات دائهاي  لذا چون شوک

 هراي اسرمي و پرولي    هاي حقيقي بايد توضيح داده شود نه توسط شروک  توسط شوک GNPباشد، نوسانات در

اسرت ويرا     = 1شود كه آيرا   كند و اين سئوال مطرح مي اهميت خاصي پيدا مي پس موضوع اندازه تخمين 

   كوچکتر از يك

                                                 
غالب متغيرهاي اقتصادي عملاٌ سريهاي نامانا هستند، بدين معني كه ميانگين و واريانس آنها به زمان بستگي دارد و هر چه زمان پيش  -87

چنانچه اين حركت در يك جهت )بالا و پايين( باشد، اين سري را  رود اين متغيرها تمايل دارند كه از يك مقدار معيني دور شوند مي

 كنند مي de-Trendلذا براي كاركردن با سريهاي زماني نامانا قبل از هر چيز آنها را  گويند Trendاي سري زماني دار
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 آزمون فرضیه مسئله  -2-48
پيدا كررده اسرت   اي  ، در دو دهه اخير در اقتصاد كلان اهميت ويژه1و يا فرضيه مقابل  1فرضيه 

ها  مقاله در اين زمينره تهيره شرده اسرت و همچنران مرورد اخرتلاف مکاترب نئوكلاسريك،           011كه بيش از 

 باشد و پول گراها مي Real Businessنئوكينزين، 

 :براي بررسي اين فرضيه دو مشکل آماري وجود دارد

بعنروان متغيرر    Tگيري يا با انجام رگرسيون و قرراردادن   چگونه روند را حذف كنيم يعني با تفاضل -اول

 توضيح دهنده؟

معمولي نخواهد بود و اين  Fو  tاي توزيع استاندارد باشد دار  1چنانچه  ARدر مدلهاي  olŝ -دوم 

توزيع بايد مورد به مورد محاسبه شود و بستگي دارد به اينکه ساير متغيرهايي كه در مدل وجرود دارنرد كردام    

هستند، )آيا جمله ثابت، روند، متغيرهاي تاخيري تا چند مرتبه وجود دارند(، لذا نياز داريم جدول خاصي براي 

 شه واحد تهيه كنيمآزمون ري

 

 Unit Root Testآزمون ریشه واحد:  -41

در  همه انرژي اقتصاددانان را بخود جذب كرد ايرن موضروع برود كره آيرا       0171موضوعي كه سالهاي 

t1ttمدلهاي  XX   برابر يك است يا كوچکتر از يك  1ميدانيم كه اگر    ،باشردtX    گرام تصرادفي

داراي توزيرع   OLSبره روش    همانطور كه گفته شد تخمرين   است و يك حالت خاص از سري نامانا ا ست

 مجانبي نرمال بصورت زير است

 )1,0(N)ˆ(T 2 

 
2

2T

2t

2
1t

1
X

T

1
limP








 

 0X
T

1
limP t

T

2t

1t 


 

 
T

1
limP.X

T

1
limP.)

T

1
(limPˆlimP t1t

12
1t  


 

 ̂limP 
  حتري اگرر    داراي ترورش بره سرمت صرفر اسرت       براي  OLSاگر سري گام تصادفي باشد، تخمين 

 كوچکتر از يك يا نزديك به يك باشد باز هم تخمين آن به سمت صفر داراي تورش است

Evans – Said (1981, 1984)   با استفاده از روشMonte-Carlo      شواهدي نشران دادنرد كرهolŝ 

H:1آزمون  داراي تورش ا ست   با استفاده از جدول معموليt  وF  همواره به نفع فرضيه مقابل رد خواهد

 براي آشنا شدن با اين روش مدل: روش آزموني براي اين مسئله ارائه كردند  Dickey- Fuller (1976)شد

 

tt utX 1   
 

 
ttt 1uu  
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فرم خلاصره شرده مردل فروق برا اسرتفاده        داراي ميانگين صفر و مانا است tبطوريکه  را درنظر بگيريم

  بصورت زير است  Koickازتبديل 

(0 )  t1tXttX  
)1(   

 

براساس آزمرون   DFآزمون  است(  =0)درآنصورت  باشد  = 1مدل فوق داراي ريشه واحد است اگر 

 = 1 ( مي0در رابطه ) باشد تحت اين فرض كه   White noise ,  t باشد   سه نوع تابع نمونه يا آماره برراي

   اين آزمون وجود دارد

)1ˆ(T)1(k  

)ˆ(SE

1ˆ
)1(




 

)1,(F  
̂  تخمينols است و) ̂ SE(   انحراف معيار̂باشد مي   

F ,F( 0 ,1)  معمولي است براي آزمون مشترک








1

 

در مقاله  =0براي   (1)و  k(1)مقادير بحراني  نيستند Tو tها داراي توزيع استاندارد نرمال   اين آماره

Fuller (1978)  جدول بندي شدند و مقادير بحرانيF (0,1)  در مقالهDickey-Fulle  (1981) آمده است   

فرض شده  است و ثانياً ممکن است متغير برا تراخير از مراترب      White noise ,  tاما در مدل فوق اولاً 

 بدين منظور،   بالا نيز در سمت راست مدل وجود داشته باشند
Philips- Perron(1988), Philips(1987), Dickey- Fuller(1984) 

را  (Augmented D.F )وايت نويز نباشرد توسرعه دادنرد و آزمرون       tرا براي مدلهايي كه ضرورتاً  DFآزمون

   كند ارائه دادند كه مدلهاي زير را آزمون مي

(2) 


 
k

1j

tjtj1tt eXXtX 

امرا اگرر    را مرورد بررسري قررار دهريم     ARMA آن است كره جريانهراي   Xt – jهدف از اضافه نمودن جمله 

باندازه كرافي برزرک    kمدل ضعيفي را ارائه ميدهد مگر آنکه  ARبزرک باشد، تعريف نمودن  MAپارامترهاي 

مقبوليت زيرادي در   ADFو  DFعليرغم اشکالاتي كه به قدرت آزمون ريشه واحد وارد است ، آزمونهاي  باشد

بپرردازيم ، اجرازه دهيرد قردرت آزمرون       ARMAبل از آنکه به معرفي مدلهاي ق بين اقتصاددانان يافته است

   ريشه واحد را بررسي كنيم

 

 قدرت آزمون ریشه واحد -45
را رد كننرد و لرذا     =1انرد فرضريه    در قالب سريهاي زماني متغيرهاي اقتصادي ، اقتصاددانان نتوانسرته 

يعنري در سرطح ،  نامانرا و برا اولرين       باشرند  مري  DS نتيجه گرفته اند كه تقريبراً همره مغيرهراي اقتصرادي    

 شوند گيري مانا مي تفاضل

)1(1 
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 TSمقابل يعني اند به ضعف آزمون ريشه واحد براي آزمون فرضيه  اما برخي همين نتايج را مربوط نموده

H:1 توانند چون درست است كه نمي بودن متغيرها  تواننرد رد   هرم نمري  را  =0.95را رد كننرد ولري     

 كنند

 MAبه آن اشاره شده اين است كه اگرر جمرلات اخرلال داراي اجرزاي      Choi  مسئله ديگري كه توسط

به سرمت    olŝهاي  شود كه تخمين بينيم باعث مي ( مي2با مراتب بالا مانند آنچه در مدل ) ARباشند، يك 

  Nelson –Plosserباشرد    1شره واحرد اسرت حتري اگرر      يك تورش داشته باشد ونشرانگر وجرود ري  

 با مدل (1982)

(1)      t1tt XtX      

Ho:0,1شروع نمودند و   را تحت شرايط زير آزمون كردند 

t,d.i.iآنها فرض كردند     2با ميانگين صفر و واريانس  باشد وt  :بصورت 

 |||ee 1ttt   
هاي آماري ايالات متحده داراي جمله اخلال با تفاضل اول اسرت   و اين زماني بود كه مشاهده كردند داده

 اند مورد استفاده قرار داده  MAمنظور جمله اخلال  ( را به2( مدل )1و سپس بجاي مدل )

 داراي تورش به سمت بالا باشد ̂( باعث شد كه 2بکاربردن مدل )

Choi  با استفاده از روشMonte Carlo  ( 2فرض كرد كه در مدل:) 

 5.015  
 ت يك است( داراي تورش به سم2در مدل )  ̂دريافتند كه  3.0و 

 

 ARMAمدلهاي  -42

4-42- AR(2)  وAR(P)  مدل اتورگرسیو مرتبه دوم و مرتبه بالاتر :P 

تعمريم   AR(P)و يرا بيشرتر    AR(2)توان به سادگي به فراگررد   را مي AR(1)موضوع فراگرد تصادفي    

 داد

 را بصورت زير در نظر بگيريم AR(2)فراگرد تصادفي 

 t2t21t1t XXX   
 

t خصوصيات مطلوب كلاسيك را داراست  با استفاده از عملگر وقفهL توان به صرورت   رابطه فوق را مي

 فشرده زير نوشت:

 tt
2

21 X)LL1(  

 2
21 LL1)L(A  

 ttX)L(A  
يعني دو جواب برراي   دو ريشه خواهد بوداست، داراي  Lبرحسب  2يك معادله درجه  A(L)از آنجا كه 

A(L)=0      وجود خواهد داشرت كره عبرارت اسرت ازZ1  وZ2         برراي بحرث مانرايي در ايرن حالرت و بررسري

 را بصورت زير بنويسيم: A(L)پيامدهاي آن بهتر است كه 

 )Lr1()Lr1()L(A 21  
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 عبارت خواهد بود از: A(L)=0در اين صورت جوابهاي 

 
1

1
1

1
Z

1
r

r

1
Z   

 
2

2
2

2
Z

1
r

r

1
Z   

 را بصورت زير بنويسيم: AR(2)وانيم رابطه ت لذا با توجه به روابط بالا مي

(4) t
1

2
1

1t
1

t )Lr1()Lr1()L(AX    

بانردازه كرافي برزرک اسرت برا اسرتفاده از        tوقتي  كمتر از يك باشد  r2و  r1اگر قدر مطلق هر دو مقدار

 ت:وان نوشت تصاعد هندسي مي

 ....LrLrLr1
Lr1

1
)Lr1( 33

1
22

11
1

1
1 


  

 ....LrLrLr1
Lr1

1
)Lr1( 33

2
22

22
2

1
2 


  

 ( خواهيم داشت4با جايگذاري روابط فوق در رابطه )

 t
33

2
22

22
33

1
22

11t ....)LrLrLr1(....)LrLrLr1(X  

 ...X 2t21t1t0t   
 كه در آن داريم:

 ...,rrrt,rr,1 2
221

2
122110  

 ميانگين متحرک ماناست شود كه رابطه اخير فراگرد ميانگين متحرک است و هر فراگرد ملاحظه مي

از آنجا  كوچکتر از واحد باشند r2و  r1آن است كه قدر مطلق  AR(2)بنابراين شرط پايايي براي فراگرد 

كه 
1

1
Z

1
r   و

2
2

Z

1
r     هراي   است پس بايد قردر مطلرق ريشرهZ1  وZ2   معادلرهA(L)=o     بزرگترر از واحرد

 باشند
 

 Integration Orderبه هم جمعی مرت -2-42

 AR(2)برابرر يرك اسرت ، فراگررد      A(L)=0هراي معادلره    فرض كنيد به اين دليرل كره يکري از ريشره    

   ناماناست

  به صورت قدر مطلق از يك بزرگتر است Z1 , Z2 ,= 1بدين ترتيب كه 

  Z1  > 1)  و يا(  r1 1< 1   1در چنين حالتي چون
Z

1
r

2
2   است داريم   

tt1t1t X)Lr1(X)L1()Lr1(X)L(A  

t1t1tt XrXX)L(A   

t1t1t XrX   

يك فراگررد   Xtتوان نتيجه گرفت كه فراگرد  بنابراين مي ، پس فراگرد فوق ماناست است  r1  < 1چون 

  است I(0) يك فراگرد مانا يا  Xtاست و  I(1)جمعي از مرتبه يك يا 
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در نتيجره رابطره    خواهد برود  r1 = r2 = 1برابر يك باشد، آنگاه  A(L) = 0ر دو ريشه معادله حال اگر ه

A(L)X t =  t به صورت زير خواهد آمد  

tt
2

t
2

t XX)L1()L1()L1(X)L(A  
در سطح فراگرد جمعري   Xtو ماناست پس متغير  I(0 فراگرد )  Xtگويد تفاضل مرتبه دوم  رابطه فوق مي

   باشد مي I(2)يا  2از مرتبه 

يا هم جمعري گوينرد    Integration  گيري مانا كنيم ، مرتبه اي كه يك فراگرد نامانا را با تفاضل لذا مرتبه

   شود نشان داده مي I(d)و بصورت 

ام وابسته P هاي خود تا وقفه به وقفه Xtيعني اجازه دهيم  را بسط داد AR(p)توان فراگرد  به سادگي مي

 انجامد ام زير ميPفراگرد خودهمبسته مرتبه اين موضوع به  باشد

  tptp2t21t1t X...XXX   

 

  MA(q)ام،  qفراگرد میانگین متحرك مرتبه  -8-42
يك فراگرد ميانگين متحررک   Xtهاي جملات اخلال همبسته باشد،  به صورت تابعي از وقفه Xtوقتي كه 

   دگوين MA(q)باشد آنرا  qها  است وچنانچه تعداد اين وقفه

qtq2t21t1tt ...X   

ها ناهمبسته با ميانگين صفر و واريانس  tكه در آن 
تمامي فرايندهاي ميانگين متحرک مانا  هستند 2

   هستند

 

  Autoregressive Moving Average Processمدلهاي -1-42
تشکيل يرك فراگررد   با ويژگيهاي مختلف را باهم تلفيق نمائيم ،  MA و  ARچنانچه دو فراگرد تصادفي 

ARMA را ميدهد ( 0، 2به عنوان مثال) ARMA شود به صورت زير نوشته مي   

2t21t11ttt XX   
 

از انعطاف پذيرترين نوع الگوهاي سريهاي زمراني ترك متغيرره اسرت و يرك       (ARMA) فراگرد تصادفي

  بصورت زير است ARMA ( P, q) سري 

 qtq1t1tptp1t1t ...X...XX   (5 

( را بره  5توان فراگرد تصرادفي )  مي شرايط خاصي را تامين كنند q …1 مشروط بر اينکه پارامترهاي 

   يك فراگرد تصادفي اتورگرسيو تبديل كرد

 

  ARIMAفراگرد تصادفی -5-42
آنگراه آن را در   باشرد و  dگيري كنيم ، يعني هم جمرع از مرتبره    بار تفاضلd چنانچه يك سري زماني را 

گوئيم كه سري زماني اوليه يك فراگرد اتورگرسيو ميرانگين متحررک    بيآوريم، مي ARMA (p , q)قالب مدل 

   باشد مي dاز مرتبه 

   دهند نمايش مي ARIMA (p , d , q)آنرا بصورت  qو ميانگين متحرک  Pكه با مرتبه اتورگرسيو 
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 Vector Auto regressive Process (VAR)فراگرد تصادفی اتورگرسیو برداري   -2-42
مطالب ارائه شده در مورد فراگردهاي اتورگرسيو و ميانگين متحرک و همچنين مدلهاي ادغرامي ايرن دو   

 توان به سريهاي زماني چند متغيره نيز بسط داد را مي

ورت يك فراگررد  هاي آن بص برداري از متغيرهاي سري زماني باشد كه بتوان آنرا توسط وقفه  Xtچنانچه 

 توان نوشت: سازي كرد، در آنصورت مي مدل ARMAچند متغيره )يا برداري( 

(1) qtq1t1tptp1t1t ...X....XX   

بردار مربروط    tماتريسهاي مربع شامل پارامترها و q ,… , 2 , 1 , p , … , 2  , 1كه در آن 

 ويسند:ن را معمولاً بصورت زير مي VARيك مدل  به جملات اخلال است

 (8) tpt31t1t X...XX   

  معمولاً برآورد چنين الگوهايي نسبتاً مشکل است
 

 The Co-Integration Regressionرگرسیون هم جمعی   

 ارائه كردند را اريه ميکنيم: Engale-Granger (1987)اي كه  ه كلي مثال ساده براي گرفتن ايد

را كره   e t2 , e t1ه باشند ودو جمله وايرت نرويز    بصورت زير ارائه شد دو سري باشند كه x t 2 , xt 1فرض كنيم 

 ممکن است با يکديگر رابطه داشته باشند را در نظر بگيريم:
  
(0  ) 1t1,1t1t

euu   
1t2t1t

uxx  

(2  ) |||euu 2t1,2t2t   
2t2t1t

uxx  

I~u)0(وI~u)1(عي يكداراي مرتبه همجم utبطوريکه  1t2t .ميباشند 

، غيررممکن   باشرد  اين قيد براي اين است كره اگرر    باشد مدل فوق سازگار خواهد بود اگر 

است مقاديري براي 
1t2t

xوx  پيدا كرد كه بطور همزمان در دو تساوي فوق صدق نمايند 

به مفهوم عام   به دليل عدم وجود متغير برونزا در مدل غيرقابل شناسايي هستند و

 فرم خلاصه شده مدل فوق بصورت زير است

(0) 2t1t1t uux








 

(2) 2t1t2t u
1

u
1

x





 

2t1tدو متغير فوق تركيب خطي از  uوu نتيجه هر دو اشند و در ب ميI(1)   

ا لرذ ¸و نامانرا هسرتند    I(1)نشانگر تركيب خطي دو متغيري است كه هرر دو   2توجه كنيم كه معادله 

1t2t
xوx همجمعبا يکديگر (Co-Integrate) اشندب مي 

در اين شرايط رگرسيون 
1t2t

xبررويx  به روش حداقل مربعات تخميني از  دهد كه آنرا  يبدست م

Supper-Constient گويند يعني اينکه سريعتر از  ميolŝ  تمايل دارد كه به مقدار واقعي   ميل كند 

 باشند تخمين حداقل مربعات از   ̂در موارد معمولي، اگر 
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 T   0 وقتي)ˆ(T  

T)ˆ(0 وقتي   T   درصورتيکه در اينجا   

رگرسيون 
1t2t

xبررويx  را در اينجاCo-integration-Regression  نامند مي 

تمامي تركيبات خطي 
1t2t

xوx ( داراي واريانس نامحدودي هستند2غير از مدل ) 

 باشرد  1م كره اگرر   توجه دارير 
1t

u   نيرزI(1)     اسرت و در نتيجرهCo-integration-Regression  

 بنويسيم AR( را بصورت مدلهاي 2( و )0توانيم معادلات ) اما مي نخواهيم داشت

(1) 
1t2,1t1,1t1t

xxx   
(4) 

2t2,1t1,1t2t
xxx  

  
 بطوريکه: /)1( 

2t1t
و   تركيبات خطيet  باشد مي ( نشان4( و )1معادلات )    دهنده يرك مردلVAR    برراي ايرن

روابط ساده است اگر چنانچه 
2t1tt xzz  توانيم داشته باشيم: تعريف كنيم مي 

(5) 
1tt1t

zx  

(1) 
2t1t2t

zx   

الا اينکره در ايرن    مدل فروق هسرتند   ECM (Error Correction Model)( نشانگر 1( و )5معادلات )

مدل 
1t

x  با
2t

x درگير نيست و بالعکس آن نيز صحيح است 

تخمين بزنيم چرون   OLSاگر مدل فوق را با 
2t1t

و    نرامرتبط هسرتند     بررآورد پارامترهرا سرازگار

 توانيم بدست آوريم ( مي5در معادله )  لذا تخمين سازگاري از  خواهند بود

ttttبصورت  ECMيك مدل  u)xy(xy  اي برين تغييررات    رابطهyt    و تغييرراتxt  و

 است فوق بصورت زير استخراج شده  ECMعدم تعادل در گذشته است
 

2t1tt xxz  

 ( داريم:2لذا با استفاده از معادله )
 

2t1tt ez)1(z   

 يا:
2t1t21t1t

ez)1(xx   

برا هرم مررتبط     x t 2و  e t 2چرون   تخمين بزنيم پارامترها، سازگار نخواهند برود  olsاين معادله را اگر با 

   هستند

   هستند I(0) ازطرفي متغيرها در اين مدل همگي

بعرلاوه   ، هم جمع باشند درآن صورت رابطه بلند مدتي بين آنها برقرار اسرت  y t و  x t(: اگر 2يادآوري )

 توان براي آنها بيان نمود مي  ECM رابطه كوتاه مدت و پويايي از طريق مدل

 شناخته شده است Granger Representation Theoremاين موضوع به 

      اگر 
 

)1(I~x

)1(I~y

)(I~xyz

t

t

ttt 

 

   با يکديگرهمجمع ميشوند y , xدرآنصورت 

  از فرم زير در نظر گرفته شوند  ECM توانند بصورت مي   ytو  x tميگويد كه در اين مورد  GRTقضيه 
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1ttt1t11t )y,x(laggedzPx   

2ttt1t2t )y,x(laggedzPy   

   باشند اي وايت نويز ميجملات خط   t 1و   t 2باشند،  غير صفر مي P2و  P1بطوريکه 

  چگونه شناسايي ميشوند و  ( را شناسايي كنيم يعني 2( و)0(: چگونه معادله )1يادآوري )

   جواب اين است كه ما با استفاده از اطلاعاتي كه درباره جملات اضافي داريم اين كار را انجام ميدهيم

  است u t 2 , I(0)، گام تصادفي و  u t 1چون 

اي بوجود آوريم كه شبيه بره يکرديگر    توانيم معادله با در نظر گرفتن تركيب خطي دو معادله ميهر چند 

 شبيه آنچه در معادله دوم وجود دارد توليد كنرد  I(0)تواند جمله خطاي  ولي هيچ تركيب خطي نمي هستند

  قابل شناسايي است لذا 

شربيه آنچره در    Random walkيعنري   I(1)توانرد جملره خطراي     بدين ترتيب هيچ تركيب خطي نمي

  نيز قابل شناسايي است باشد، بوجود آورد لذا  معادله اول مي

 u tاسرت و   I(1)كه  xt2سازگار خواهد داد و بدليل ماهيت  ̂قابل تشخيص است و  OLS( با 2معادله )

 است مشکل تورش همزماني نخواهيم داشت I(0)كه  2

2t1ttآنگاه  xxz  دهيم و تخمين  را تشکيل مي ( بدست مي1را از معادله ) آوريم   

Engale-Granger ا  كنند كه براي تخمين ابتد پيشنهاد ميCo-integration Regression   را تخمرين

ر اي كره د  توسط يرك روش دو مرحلره   ECMبزنيم سپس مدل كوتاه مدت پويا را از طريق تغييرات يك مدل 

   بکار ببريم ، استفاده كنيم CO-Rمرحله اول از برآوردهاي 

 كنند كه پارامترهاي بلند مدت و پوياي كوتاه مدت را بطور همزمان تخمين بزنيم ديگران پيشنهاد مي

( را بررسري  2( و)0معرادلاتي شربيه بره )    M.Cو ديگران با استفاده از مطالعات  Banrjee (1986)مثلاً 

( داراي تورش است و پيشرنهاد  2از معادله ) هاي كوچك تخمين  نتيجه رسيدند كه در نمونه نمودند و به اين

  نمودند كه بهتر است پارامتر هاي بلند مدت را از طريق يك مدل پويا تخمين بزنيم

 

 

 

 

 4مثال 

 4شکل 

هارم سال فصل اول تا فصل چ 0111در اين شکل ترسيم متغير نرخ بيکاري براي ايالات متحده از سال 

نشان داده شده است. ملاحظه ميشود كه اين متغير در طول زمان تمايلي به حركت پيرامون  2114

 است. ناماناميانگينش ندارد. پس متغيربيکاري در سطح 
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 2شکل 

فصل اول تا فصل  0111در اين شکل ترسيم متغير تفاضل اول نرخ بيکاري براي ايالات متحده از سال 

نشان داده شده است. ملاحظه ميشود كه اين متغير در طول زمان داراي حركتي پيرامون  2114چهارم سال 

 ميشود. ماناميانگينش دارد يعني متغير نرخ بيکاري  بيکاري با اولين تفاضل گيري 

 

 

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

eshterakedanesh@   بانک رایگان فایل هاى آموزشى در کانال اشتراك دانش

rasooljoon07@gmail.com



 تحلیل سریهاي زمانی: چهاردهم فصل      153



 8شکل 

براي تشخيص مانايي متغير نرخ بيکاري در اين شکل ترسيم شده است.   Correlogramشکل 

تاخير به  24ها حتي تا ACF بودن اين متغير است.  نامانانشانگر ACF  ده اره اي براي ملاحظه  فرم دن

 صفر نزديك نمي شوند.  

 
 

 

 1شکل 

 

 Correlogramها با شتاب بيشتري به سمت صفر شدن تمايل دارند. اين فرم AFCدر اين شکل 

 در آمده است. ماناتفاضل اول متغير نرخ بيکاري است كه به صورت 
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  5جدول 

 روش آزمون ریشه واحد براي بررسی مانایی متغیر نرخ بیکاري .  

 کوچکتر است . ADFاز مقادیر بحرانی   ADFبا توجه به اینکه قدر مطلق 

 دال بر وجود ریشه واحد است. و این تایید دیگري است بر نامانا بودن نرخ بیکاري.
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 2شکل 

 

 مانایی تفاضل اول متغیر نرخ بیکاري .روش آزمون ریشه واحد براي بررسی  

 در سطوح مختلف مقادیر بحرانی بزرگتراست . ADFبا توجه به اینکه قدر مطلق  

دال بر عدم وجود ریشه واحد است. و این تایید دیگري است که نرخ بیکاري پس از یک بار 

 تفاضل گیري مانا میشود.

 

 

 
 

 2مثال  

 Quarterly Federal Reserve Board Production Index  فولر لگاريتم متغير-ديکي 

(QFRBPI)  بکار بردند و فرض نمودند كه اين متغير  1977 – 1950را براي فصول اول تا چهارم سالهاي

  بصورت مدل زير است

),0(IN~e)2(AR 2
t  

   پارامترهاي فوق بصورت زير ميباشد olsتخمين  H1تحت شرايط 
yt= 0.52 + 0.00120t – 0.119 y t-1 + 0.498 (yt-1 –y t-2) 

  t2t1t21t11t eyyyty  
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 )081.0()033.0()00034.0()15.0(    
 056448.0RSS    مجوع مجذورات خطا 

 داريم:          H0تحت شرايط 

 

 

34.6

106

05448.0

2

056448.0
63211.0

F

63211.0RSS









 

 

اما اگرر   محاسبه شده است F > F% جدول 0در سطح  (106 ,2)براي درجه آزادي  Fاز جدول معمولي 

فوق داراي ريشره واحرد اسرت     AR(2)%  لذا فرضيه اينکه 5در سطح   F = 6.49استفاده شود D.F از جدول

 شود. % رد مي01% پذيرفته شده است و در سطح 5در سطح 

 
)083.0()0025.0(

yy447.00054.0yy 2t1t1tt  
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 1پیوست شماره 
 

 

 ها مروری بر جبر ماتریس
 

 مفاهیم و نمادهاي ابتدایی 4-4

n ، ماتريس حقيقي ijبا نماد  nدر   mقيقي( آرايه مستطيل وار اعداد )ح –(: ماتریس 4تعریف )  

m شود.  بعدي گفته ميaij شوند. هاي ماتريس گفته مي ها، درايه 

 شود: به اين صورت نشان داده مي jستون 



















mj

ij

j

a

a

. 

 شود: به اين صورت نشان داده مي iو رديف 

][. inii aaa 1 

 است. mnيك ماتريس حقيقي Aفرض كنيد  (:2تعریف )

 شود. هاي يك ماتريس حقيقي اسکالر گفته مي درايه -الف( اسکالر

گويند، يعني يا                هايي كه يا يك رديف هستند و يا يك ستون، بردار مي به ماتريس -ب( بردار

m = 1  ياn = 1 

 هم ارزنده هر گاه دو ماتريس هم بعد باشند و: Bو  Aهاي  سماتري -ب( هم ارزي ماتریسها

ijij baij  

Aيا A،كه به صورت       A(mn)  ترانهاده ماتريس –ترانهاده  ت(
T ،نشان داده شده است 

 شود: به اين صورت تعريف مي
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mnn

m

aa

aa

A







1

111

 

A ،mتوجه داريم كه    n.است 

 باشد، ماتريس مربع است.  m = nاگر  -ث( ماتریس مربع

AAماتريس مربعي كه در آن -ج( ماتریس متقارن  .باشد 

هاي غيرقطري آن صفر  اين نوع ماتريس، ماتريس مربعي است كه همه درايه  -چ( ماتریس قطري

),(نويسيم:  . سپس ميji ،aij = 0ني براي هر باشد، يع mmaadiagA 11  

، بالا aij = 0داشته باشيم  i>jماتريس مربعي را كه براي هر  –ح( ماتریس بالا مثلثی و پایین مثلثی 

 ييم.گو ، پايين مثلثي ميaij = 0داشته باشيم  i<jمثلثي و ماتريس مربعي را كه براي هر 

 گوييم. مي nماتريس مربعي را كه به صورت زير باشد، ماتريس يکه از مرتبه  –خ( ماتریس یکه 

nn

n

o

ooo

o

ooo

I


























1

1

1

1

 





 

n به ماتريس   -د( ماتریس تهی   m  كه به صورت زير باشد، ماتريسn   m گوييم. تهي )صفر( مي 

nm
oo

oo

o


























 

 اي ماتریس اي از عملیات پایه . خلاصه2-4

n يك ماتريس حقيقي  Aاگر  -ضرب اسکالر (:4تعریف )  m  باشد وC  يك عدد حقيقي، خواهيم

 داشت:
n   m][  ijcaCA 

n هاي حقيقي  ماتريس Bو  Aاگر  -ها جمع ماتريس (:2تعریف )  m :باشند، خواهيم داشت 

][ ijij baBA  

n هاي حقيقي  ماتريس Bو  Aاگر  –ضرب ماتريس  (:8تعریف )  m  وq   n :باشند، خواهيم داشت 

qm

n

k

kjbaAB
ik

 












 

1

 

 

 در ابعاد مناسب باشند، داريم: C, A, Bهاي  اگر ماتريس –(: خواص جمع و ضرب 4قضیه)

 

).()( قانون شركت پذيري جمع CBACBAI  
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ABBAII قانون تعويض پذيري جمع       . 

.)()( قانون شركت پذيري ضرب BCACABIII  

ACABCBAIV  قانون توزيع پذيري                                               )(.  

 
OOAAOVII

AOAVI

BCACCBAV







.

.

)(.

 

 

 BAABكند، در واقع  ها صدق نمي قانون تعويض پذيري در مورد ضرب ماتريس نکته 

 در ابعاد مناسب باشند، داريم: C, B, Aهاي  اگر ماتريس –(. خواص ترانهاده 2قضیه )

CCIV

ACACIII

BACBACII

ABCABCI









)(.

.

.

.

 

 ستگی خطی بردارها و مرتبه ماتریس. واب8-4
 اي ناهمگن زير  را در نظر بگيريد: معادله mدستگاه 

,0XaXa

aXa

nmn11m

,0nnX1111



 







 

نويسيم:                                                                                 يا در قالب ماتريس مي

0AX 

كه در اينجا   nXXX ,,1  1برداري  0وm :از صفر است يا 

0XaXa nn11  

وجود نداشته باشد )يعني برداري كه  0Xاگر هيچ بردار  –هاي مستقل خطی  (: ستون4تعریف )

از نظر خطي  Aگوييم ستونهاي  باشد، مي  AX = 0داشته باشد( به طوري كه  0iXحداقل يك 

 اند؛ در غير اين صورت ستونها وابستگي خطي دارند. مستقل

 اي همگن زير را در نظربگيريد: معادله mحال، دستگاه 

0

0

11

1111





mmnn

mm

yaya

yaya







 

 نويسم: يا در قالب ماتريسي مي

0YA 
],[كه در اينجا   myyY 1  1يك بردار  0وn :از صفر است يا 

011  mm yaya  
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وجود نداشته باشد )مثلا برداري كه  0yاگر هيچ بردار  –(: ردیفهاي مستقل خطی 2تعریف )

 از نظر خطي           A گوييم رديفهاي  باشد، مي 0YAداشته باشد( به طوري كه  0iyحداقل يك 

 مستقل هستند؛ در غير اين صورت رديفها وابستگي خطي دارند.

، مساوي است با حداكثر تعداد n)A(mرتبه ستون ماتريس –(: رتبه ردیف و ستون 8تعریف )

مساوي است با حداكثر تعداد رديفهاي مستقل  n)A(mستونهاي مستقل خطي. رتبه رديف ماتريس  

 خطي.

براي هر ماتريس، حداكثر تعداد ستونهاي مستقل خطي مساوي است با حداكثر تعداد  (:4قضیه )

 .Aبرابر است با رتبه رديفي  Aرديف مستقل خطي، مثلا رتبه ستوني 

 شمارد. قضيه بالا تعريف بعدي را مجاز مي

، حداكثر تعداد رديفها يا ستونهاي r(A)، يا Aرتبه ماتريس  –: رتبه یک ماتریس (1تعریف )

 شود. مستقل خطي تعريف مي

 Aرتبه رديف  A =رتبه ستون   r (A) = A =رتبه 

 n, Am شود كه اگر  ،  روشن مي ها در مشخص كردن رتبه از تعويض پذيري ستونها و رديف توجه :

 داريم: باشد،

).,(min)( nmAr  
داراي  Aگوييم ماتريس  باشد، مي nmو   n mيك ماتريس  Aاگر   -(: رتبه کامل 5تعریف )

mArرتبه كامل است، اگر  )(  باشد ) پس يك ماتريس مربعm m رتبه كامل است، اگر داراي        r 

(A) = m   .)باشد   

خوانيم،  را غير منفرد مي Aباشد،  m mيك ماتريس  Aاگر   -(: ماتریس غیر منفرد 2تعریف )

 باشد. r(A) = mاگر 

 :داراي ابعاد مناسب باشند، داريم C,B, Aاگر ماتريسهاي  -(: رتبه حاصل ضرب ماتریس2قضیه )

 

)}(,)({min)( BrArABr    
)()(  غيرمنفرد باشد، در نتيجه  Bچنانچه ABrAr  

)()( غير منفرد باشد، در نتيجه Cچنانچه  CArAr  

)()( غيرمنفرد باشد، در نتيجه C  ،Bچنانچه  CABrAr  

 )()()( ArArAAr  
 

،  به N(A)، بگوييم Aباشد، فضاي هيچ  m , Apاگر ماتريس  -چه(: فضاي هیچ و هی2تعریف )

، به عنوان حداكثر   N(A)، بگوييم  A تعريف شده است؛ هيچه  {x : AX = 0}عنوان مجموعه بردارهاي حاصل

د حاصل دستگاه توانيم نتيجه زير را در مور تعريف شده است. حال مي N(A)بردارهاي خطي مستقل در  تعداد

 هاي معادلات همگن بکاربگيريم.
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خواهد بود. بنابر اين، دستگاه  r (A) + n (A)= mباشد، در نتيجه  pmيك ماتريس  Aاگر  (:8قضیه )

)با فرض سازگار بودن(، يك راه حل منحصر به فرد )غيراز اسکالر( دارد، اگر و فقط اگر  AX = 0معادلات همگن 

r(A) = m-1 .باشد 

 

 دترمینان ماتریس -1-4

 (A)يا  A، كه به صورت  Aباشد، دترمينان ماتريس  m mيك ماتريس  Aاگر  -دترمينان (:4تعریف )

det گردد: نوشته ميشود، به اين صورت تعريف مي 

mmjj
s aaA 

111)( 

 

m1كه در اينجا  j...j هاي  رهيك آرايش )جايگشت( ازشماm ، ... ،2 ،0  است وS  صفر يا يك است، بسته

m1به اين كه عدد ترانهاده لازم براي اعاده دادن  j,...,j  به ترتيب طبيعيm ،... ،1،2،0  زوج يا فرد باشد؛

ريس شود )اشاره به اين نکته الزامي است كه دترمينان يك مات هاي ممکن گرفته مي مجموع آن بر تمام آرايش

 ).حقيقي، يك عدد حقيقي است

 مثال: در صورت داشتن يك ماتريس دو يا سه بعدي، داريم:

322311322113312211

312312332112332211

333231

232221

131211

21122211
2221

1211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaaA

aaa

aaa

aaa

A

aaaaA
aa

aa
A

































  

 

شود،  ها كه به صورت زير توصيف مي توانيم از روش بسط هم عامل براي محاسبه دترمينان ماتريس، مي

 استفاده كنيم:

باشد  A، زير ماتريس گرفته شده از  Aijو  mm يك ماتريس Aاگر   -(: کهاد و هم عامل 2تعریف )

,(آن خط خورده باشند  jو ستون  iكه رديف  mji 1 ( بنابر اين اسکالر ،ijij AM  كهاد ،A  با مرتبه

(m -1) شود. اسکالر  گفته ميij
ji

ij MC  )( 1 ،(i , j)  امين هم عاملA شود. گفته مي 

توان با بسط هم عاملهاي هر رديف يا ستون محاسبه  گويد كه دترمينان ماتريس را مي يه بعدي به ما ميقض

 كرد.

 امين هم عامل باشد، داريم: Cij  ، (i ,j)و  mmيك ماتريس  Aاگر  – ها (: بسط هم عامل4قضیه )

m.,1j,CaA
m

1i ijij  
 

 


m

1j ijij m,1i,CaA  
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توانيم هر رديف يا  گويد مي ها مخصوص هيچ رديف يا ستون خاصي نيست. قضيه مي بسط هم عامل نکته:

 ها نشان دهد. را بر حسب بسط هم عامل Aستوني را استفاده كنيم كه دترمينان 

 شود. ها گفته مي ها، قضيه بسط خارجي هم عامل خاصيت زير براي هم عامل

 

امين هم عامل باشد،  Cij ،(i , j)و  mmيك ماتريس  Aاگر  –ل ها (: بسط خارجی هم عام2قضیه )

 داريم:

jkCa اگر    
m

i ikij  1
0 

ikCa اگر      
m

j kjij  1
0 

 

 باشند، داريم: mmماتريس هاي  Bو   A اگر –(: خواص 8قضیه )

AA غير متقارن باشد، Aالف(  حتي اگر   

BAAB ب(   

BABA پ( به طور كلي،     

 

  ت(               اگر،





























mm

22

11

mm11

a

a

a

)a,...,a(diagA


 

 

mmaaA خواهيم داشت:    11 

 1mI ، هاmو به طور خاص، براي همه 

 

 دهد. را تغيير مي Aان ، علامت دترمينAش( تعويض هر كدام از دو رديف يا ستون

 0A، دو رديف يا دو ستون يکسان داشته باشد، Aج( اگر ماتريس 

 0A، يك رديف يا ستون صفر داشته باشد، Aچ( اگر ماتريس 

],,,,[يك اسکالر باشد و  ح( اگر mj aaaB  1 پس ،AB   و اگرAB  ،باشد

AB n .خواهد بود 

را  Aام، دترمينان  rبه رديف )ستون(  Aام از ماتريس  sخ( اضافه كردن يك مضرب از رديف )ستون( 

 دهد. تغيير نمي

 .0A، وابستگي خطي داشته باشند،  Aها(ي ماتريس  ها )ستون د( اگر رديف

غير منفرد  Aباشد. همچنين  0A،اگر و فقط اگر r(A) = mباشد، آنگاه  mmيك ماتريس  A( اگر ر

 باشد. 0Aاست، اگر و فقط اگر 
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)min,(با  r (A) = mو داراي  A ،mnاگر ماتريس  توجه: nmr ر باشد، بنابر اين بايد حداقل يك زي

وجود داشته باشد كه غير منفرد باشد و در نتيجه يك دترمينان غير صفر داشته باشد.  rماتريس مربع از مرتبه 

توان  باشند. قضيه بعدي را مي داراي دترمينان صفر مي … , r + 1 , r + 2هاي مربع از مرتبه  تمام ماتريس

 ياوريم.استفاده كرد تا يك تعريف پيشنهادي از رتبه ماتريس به دست ب

 

برابر است با مرتبه بزرگترين زير ماتريس كه دترمينان غير صفر  A (mn)رتبه ماتريس  (:1قضیه )

 داشته باشد.

 معکوس ماتریس -5-4

 باشند، به طوري كه : mهايي از مرتبه  ماتريس Bو  Aاگر   –(: معکوس 4تعریف )

mIBAAB  
 نويسيم: را به صورت مقابل مي Aس شود. معکو گفته مي A، معکوس Bپس 

][ ijaA 1 
 

 باشند، داريم: mماتريس هايي از مرتبه  Bو  Aاگر  (:4قضیه )

 قابل معکوس كردن است. Aباشد،  r(A) = mالف( اگر 

 قابل معکوس كردن است. Aغيرمنفرد باشد،  Aب( اگر 

 س كردن است.قابل معکو Aباشد،  0Aپ( اگر 

 توانند براي محاسبه معکوس ماتريس استفاده شوند. نتايج بعدي مي

 

 شود: به صورت زير تعريف مي A(mm)ماتريس الحاقي  -(: ماتریس الحاقی2تعریف )

][)(  ijCAadj 

 امين هم عامل است. Cij ،(i , j)كه در اينجا 

 

 اشد، داريم:يك ماتريس مربع غير منفرد ب Aاگر  (:2قضیه )

A

)A(adj
A 1 

 

 هايي مربع و غيرمنفرد باشند، داريم: ماتريس Bو   A اگر -خواص -(8قضیه )

   AA   )الف)(11
111   )()()( ABABب( 

)()(   11 AAپ( 

A

1
A 1  ت( 
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111   BABA  )ش )(

 به طور كلي ،

 

 دهيم. حالا نتايجي را در مورد راه حل دستگاه معادلات غير همگن ارائه مي

باشد و  m 1يك بردار  0bو   = m r(A)با  m mيك ماتريس  Aاگر  -(: قانون کرامر1قضیه)

Aj  نمايانگر ماتريس به دست آمده از جا به جايي ستونj  با بردارb حل منحصر به فرد براي  باشد،  بنابر اين راه

 تواند به صورت مقابل محاسبه شود. مي AX = bام در دستگاه معادلات ناهمگن  jمتغير 

A

A
X

j

j  

 هاي افراز شده ماتریس -2-4
 افراز شده زير را در نظر بگيريد: rsو  mnهاي  ماتريس




















2221

1211

2221

1211

BB

BB
B

AA

AA
A , 

11اي ه ماتريس B11و  A11به طوري كه  nm   11و sr  وA12  وB21 هاي                                    ماتريس

m1(n-n1)  وr  (s – s1)  باشند وA21  وB21 11هاي ماتريس nmm  11و  )( srr   B22و  A22و  )(

)()(,)()(هاي  ماتريس 1111 nnmmssrr   باشند، سپس نتايج زير را در مورد عمليات

 آوريم: هاي افراز شده به دست مي ماتريس

 

 (: قوانین4قضیه )

),,(الف( جمع  rmsnrmsn  1111 















22222121

12121111

bABa

BABA
BA 

 

),(ب( ضرب  rnrn  11 















2222122121221121

2212121121121111

BABABABA

BABABABA
BA. 

),(ج( دترمينان  11 nmnm  

21يك ماتريس مربع با دترمينان غيرصفر باشد،  A22ي كه به طور
1

22121122 AAAAAA   به

12يك ماتريس مربع با دترمينان غير صفر باشد،  A11طوريکه 
1

11212211 AAAAAA   به طور اخص، اگر

 هاي پوچ باشند، بنابر اين: ماتريس A21يا  A12چنانچه 

2211 AAA  

),(د( معکوس  nmnm  11 
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 ماتريس هاي مربع غيرمنفرد باشند، داريم: A22و   A11اگر 

 
 

 
  1

12
1

11212222

1

21
1

221211
1

2221

12
1

11212212
1

1112

1

21
1

22121111

2221

12111





























AAAAB

AAAAAB

AAAAAAB

AAAAB

BB

BB
BA

, 

 

هاي افراز شده ديگر  تواند به ماتريس هاي افراز شده مي شرح بالا در مورد جمع و ضرب ماتريس توجه:

 تعميم داده شود.

 

 اثر ماتریس -2-4

نشان داده  tr (A)كه به صورت  Aباشد، آنگاه اثر  mع با مرتبه ماتريس مرب Aاگر –(: اثر 4تعریف )

 يعني: ، Aهاي قطر اصلي  شود، عبارت است از مجموع درايه مي

 


m

i ijaAtr
1

)( 

 

 (: قوانین4قضیه )

 هاي مربع باشند، سپس، ماتريس Bو  Aالف( چنانچه 

)()()( BtrAtrBAtr  
 باشند، سپس: nmو  mnهايي از بعد  يسبه ترتيب ماتر Bو  Aب( چنانچه 

xAxtrAxxtrAxxtrمثال

BAtrABtr

:)()(

)()(





 

 

 مقادیر ویژه )ریشه هاي ویژه( و بردارهاي ویژه -3-4

اسکالر  Aريشه ويژه  و  m mيك ماتريس مربع   Aچنانچه  -(: ریشه ها و بردارهاي ویژه4تعریف)

شود و  گفته مي A (eigen value)ه ويژه ريش باشد، پس  Ax = xباشد، اگر  m1يك بردار غير هيچ  xو 

x بردار ويژه آن ،(eigen vector) .خواهد بود 

 

0برابر است با شرط   Ax = x شرط، البته توجه:  xIA )(  0. احتياج داريم كهx   ،و پس

0هايي را كه در معادله همه توانيم  بايد وابستگي خطي داشته باشند. پس، مي A - Iهاي  ستون )( IA  

 ها، پيدا كنيم:هاي مخالف صفر، از طريق حل معادله زير براي  xكنند براي  صدق مي
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0 IA  

اي     شود كه معادله ويژه، يك چند جمله شود. به طور كلي، ملاحظه مي به اين معادله، معادله ويژه گفته مي

 باشد. مي Aبعد ماتريس  mباشد، كه  مي mاز درجه   ب بر حس

AP,0PP 00
1m

1m
m  

  

mريشه  mداري  mاي از درجه  دانيم كه يك چند جمله از قضاياي اساسي جبر غيرخطي مي 1 

حل كنيم.  هاiا براي هاي معادله ويژه ر بايد ريشه Aهاي ويژه ماتريس  باشد، بنابر اين براي محاسبه ريشه مي

IAهاي  چون ستون i اند، حداقل يك بردار غير صفر مانند  به طور خطي به هم وابستهxi   وجود دارد، به

 طوري كه:

0 ii xIA .)(  

 

را حل معادله خطي  mبايد دستگاه  بنابر اين براي به دست آوردن بردار ويژه متناظر با ريشه ويژه، مي

 كنيم.

 

mبا ريشه هاي ويژه  m nماتريس  Aچنانچه  -(: قوانین4قضیه ) 1 :باشد، سپس داريم 

 الف(



m

i

iA

1

 

 ب( 



m

i

iAtr

1

)( 

mنيز عبارتند از  Aهاي ويژه  پ( ريشه 1 يعني ،A  وA اند. هاي ويژه يکسان داراي ريشه 

هاي ويژه  باشند و ريشه هاي ويژه آن غيرصفر مي غير منفرد باشد، كليه ريشه Aت( اگر ماتريس 

1

1
1

11  A
m

m ,,,





  .خواهند بود 

222هاي ويژه  ش( ريشه
1 Am ,,   .خواهند بود 

خواهد  B Aدقيقا برابر با ريشه هاي ويژه  ABهاي ويژه  د، آنگاه ريشهباش m nماتريس  Bج( چنانچه 

 بود.

 باشد، m mماتريس  Aچنانچه  –(: ریشه هاي تکراري مجزا و تکراري 2تعریف )

 فرض كنيد كه:





s

i

m
i

iIA

1

)(  

به طوري كه براي 



s

i

iji jimm

1

,, .باشد 

sهاي مجزاي و داراي ريشه Aگوييم ماتريس  سپس مي ,1هاي  باشد و ريشه ميiim ,  بار تکرار

 شده است.
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sو  m mماتريس  Aچنانچه  (:2قضیه ) ,1 هاي ويژه مجزاي  ريشهA  وsxx ,,1  به ترتيب

sبردارهاي ويژه مربوط به  ,,1 شند، آنگاه بردارهاي باsXX ,,1اند. بطور خطي مستقل 

 

اش  هاي ويژه باشد و فرض كنيم همه ريشه mmماتريس  Aچنانچه  -(: قطري کردن8قضیه )

(m ,,1 مجزا باشند و چنانچه )m،x،x 1هاي ويژه  بردار ويژه مربوط به ريشهm ,,1  و

 mxxX ,,1  و هاي  ماتريس قطري با درايهm ,,1  بر روي قطر اصلي باشند، آنگاه ماتريسA 

 توان به صورت زير قطري كرد. را مي

AX'X 
 شبيه ماتريس قطري است. Aبه عبارت ديگر ماتريس 

 

 هاي متعامد ماتریس -9-4

 هاي متعامد (: ماتریس4تعریف )

. بعلاوه، 0baشوند، اگر و فقط اگر  متعامد گفته مي bو  aباشند، آنگاه  m1بردارهاي  bو  aاگر  -الف

 شوند. باشد، متعامد نرمال گفته مي 1bbو  1aaاگر 

IQQشود، اگر و فقط اگر  متعامد خوانده مي Qباشد، آنگاه  m mماتريس  Q اگر -ب   باشد، يعني

 متعامد باشند. Qاگر و فقط اگر ستونهاي 

 

mو  m mماتريس  Qچنانچه  -(: خواص4قضیه ) ,,1  ،نشان دهنده مقادير ويژه آن باشد

 سپس:

 ستغير منفرد ا Q -الف

QQ -ب 1 و همچنين(IQQ ) 

 1Q -پ

,),...(-ت nii 11  

 

***چنانچه  توجه: ,,, mggg 21 توان با استفاده از روش  مجموعه بردارهاي مستقل از هم باشند، آنگاه مي

Gram – Schmidt متعامد نرمال تبديل كرد.، آنها را به مجموعه 

 

 هاي متقارن ماتریس -41-4

هاي  آنگاه ريشه هاي آن حقيقي باشند، باشد كه درايه mحقيقي از مرتبه  ماتريسي Sچنانچه (:  4قضیه )

 باشند. ويژه آن نيز حقيقي مي
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هاي مجزاي آن  بوده و ريشه mماتريسي حقيقي و متقارن از مرتبه  Sچنانچه (: 2قضیه )

mSii  ,, 1 چنين حاصل ضرب  باشند، همiim , بطوريکه  ،  باشد



s

i

i mm

1

باشد، سپس متناظر با  

iimهر  , .بردار ويژه متعامد نرمال )خطي مستقل( وجود دارد 

توانند به  مي Sيجه بردارهاي ويژه باشد، در نت mيك ماتريس حقيقي از مرتبه  Sچنانچه (: 8قضیه )

 عنوان يك مجموعه متعامد نرمال انتخاب شوند.

mباشد و  mيك ماتريس حقيقي متقارن از مرتبه  Sچنانچه  -(4نتیجه ) ,,1  احتمالا(ji   

mqqخواهد بود( نمايانگر ريشه هاي ويژه و  .. ,,1اي متناظر با بردارهاي ويزه متعامد نرمال باشد و  وعه، مجم

],,[ .. mqqQ 1هاي متعامد تشکيل يافته از آن بردارهاي ويژه باشد و  ، ماتريس),,( mdiag  1 

 داريم:

QQSSQQ  , 
 Sقطري كنيم، به عبارتي ديگر   Qو   Qرا از طريق پيش ضرب كردن  Sيعني، مي توانيم ماتريس 

 به يك ماتريس قطري شبيه است. "متعامدا

 

كنيم كه طبق  شود، مشاهده مي ( چگونه از قضيه فوق استنباط مي0براي اين كه ببينيم نتيجه ) توجه:

iqتعريف  ,.1 0، داريم iii qSq ..  به طوري كهmi ,,1  :و يا به طور بسته ماتريسي داريم

oQSQ   آنگاه حاصل با پيش ضرب نمودنQ  و با توجه به اين كهIQQ  آيد.  باشد، به دست مي مي

)()(غيرمنفرد است، همچنين  Qچون   rSQQr آيد. ه دست ميمي باشد و نتيجه زير ب 

 

 باشد، آنگاه: mماتريسي حقيقي و متقارن با مرتبه  Sچنانچه  (:1قضیه )

تعداد ريشه هاي ويژه غير صفر   )()( rSr 

 ماتريس هم قوه -00-0

هم قوه خواهد  Aرا در نظر بگيريم، آنگاه  m mبا مرتبه  Aاگر ماتريس  –(: ماتریس هم قوه 4تعریف )

 باشد. AA=Aو فقط اگر بود، اگر 

 و هم قوه باشد، آنگاه: m mماتريسي  Aاگر (: 4قضیه )

 يا صفر است يا يك. Aريشه ويژه،  -الف

 tr(A) = r (A) -ب

  

 ماتريس هاي شبه معين و معين -02-0

][چنانچه  -(: شکل درجه دوم4تعریف ) ijaA ماتريسي ،m m  وx  برداريm 1 ه تابع باشد، آنگا

RRf m :  به صورت
 


m

i

m

j

jiij XXaAxXXf

1 1

 شود. خوانده مي Aشکل درجه دوم  )(
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XAAXAXXچون  )()( 
2

متقارن است، اين فرض  Aكنيم كه از اين پس ماتريس  فرض مي 1

 هيچ گونه مشکلي ايجاد نخواهد كرد.

 د، آنگاه:و متقارن باش mmماتريسي  Aاجازه دهيد  (:2تعریف )

 باشد. 0AXXها،  xمثبت شبه معين است، اگر براي همه  A –الف 

 باشد. 0Axxها،  0xمثبت معين است، اگر براي همه A -ب

 مثبت شبه معين باشد. A–منفي شبه معين است، اگر  A -پ

 بت معين باشد.مث A–منفي معين است، اگر  A -ت

 

][اجازه دهيد  (:4قضیه ) ijaA  ماتريسm m هاي ويژه  متقارني باشد با ريشه
m

 ,,, 21  

 مثبت شبه معين نيز هست. Aمثبت معين باشد، آنگاه  Aاگر  -الف

miaijمثبت معين باشد آنگاه به ازاي  Aاگر  -ب ,,, 10  خواهد بود. 

miaijمثبت شبه معين باشد، آنگاه به ازاي Aاگر  ,,, 10  .خواهد بود 

 مثبت معين است، اگر و فقط اگر: A-پ

.det,,, 000

1

111

2221

1211
11  A

aa

aa

aa

aa
a

mmm

m







 

miiمثبت معين است، اگر و فقط اگر به ازاي  A -ت ,,, 10  .باشد 

A  مثبت شبه معين است، اگر و فقط اگر به ازايmii ,,, 10  .باشد 

 .r(A) < mمثبت شبه معين باشد، اما مثبت معين نباشد، آنگاه  Aاگر  -ش

وجود دارد، به طوري كه  mبا رتبه  Sبه نام  mmمثبت شبه معين باشد، آنگاه ماتريسي   Aاگر  -ج

SSA . 

است، به طوري كه   mبه كوچکتر از داراي رت S( mmمثبت شبه معين باشد، آنگاه ماتريس ) Aاگر 

SSA . 

SSAباشد و  Sm mچنانچه -چ mm . آنگاه اگر ،r(s) = mm  ،باشدA  مثبت معين است و اگرA, 

r(s)< m )مثبت شبه معين است )نه مثبت معين 

مثبت معين  A-1 – B-1آنگاه  مثبت معين باشد، B-Aمثبت معين باشند و اگر   Bو  Aچنانچه   -ح

 است.

 

 تمریـــــن

 ماتريس مقابل را در نظر بگيريد: – سئوال اول



















2111

5021

3111

x 
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 چيست؟ xابعاد ماتريس  -الف 

 توان گفت؟ هاي حاصل ضرب چه مي را محاسبه كنيد. راجع به ويژگي xx -ب

 ، غيرمنفرد و ... است(.)يعني آيا حاصل ضرب، مربع، متقارن

])[(حال ماتريس  -پ xxIA n  .را در نظر بگيريد 

 در معادله چيست؟ nمقدار  -0

2- A  .را محاسبه كنيد 

 ايم، به طوري كه: افراز كرده A11,A12,A21,A22را به صورت  Aفرض كنيد  -1











2121

1211

AA

AA
A 

 

1113دانيم  و مي A,  وA21 ,11 است. ابعادA21  چه خواهد شد؟ بر حسب مقادير به دست آمده

 را بنويسيد. A11,A12,A21,A22هاي  ، زير ماتريس2در قسمت 

 هم قوه است؟ Aآيا  -4

XXنشان دهيد كه  -5  غير منفرد است وB  را به صورتXXXXI 1  Bنيد. آيا تعريف ك)(

 هم قوه است؟

 

بردار  -سئوال دوم


















1

1

1

X  را در نظر بگيريد وXX   وXX  .را محاسبه كنيد 

KKkآيا به طور كلي  -سئوال سوم ABAB )( ؟ اگر نه، چه شرايطي بايد بر رويA  وB  قرار

 فوق برقرار باشد؟دهيم تا رابطه 

  -سئوال چهارم

آيا بردارهاي  -الف
























 

7

17

2

1
321 a

a
aa  به طور خطي مستقل از يکديگرند؟,,

 چيست؟ A، رتبه ستوني A=[a1 a2 a3]در ماتريس  -ب

 رتبه سطري آن چيست؟ -پ

 داراي رتبه كامل است؟ Aآيا  -ت

 حال، ماتريس زير را در نظر بگيريد: -ش











39

81
B 

 را به دست آوريد. BAرتبه 

 ماتريس بالا مثلثي زير را در نظر بگيريد: -سئوال پنجم
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nn

n

n

a

aa

aaa

A











 222

11211

 

avaaA نشان دهيد كه                    2211 

 هاي روي قطر است. برابر حاصل ضرب درايه  Aيعني

 

 -سئوال ششم

 بنويسيد: Ax = bدلات زير را به صورت نماد ماتريسي دستگاه معا -الف

432

15

158

31

32

21







xx

xx

xx

 

bAxرا با استفاده از فرمول  x*را به دست آوريد و جواب Aمعکوس ماتريس ضرايب  -ب 1*  به

 دست آوريد.

جواب منحصر به فرد است؟ چگونه  x*ا به دست آوريد، آيا ر x*است. حالا b = 0فرض كنيد  -پ

 توان تشخيص داد؟ مي

 

 تابع عرضه و تقاضا در دو بازار رقابتي را در نظر بگيريد: – سئوال هفتم

11211 براي بازار اول    2110 qQppQ sd
 , 

22212  براي بازار دوم 4220 pQppQ sd
 ,  

نشان دهنده مقادير تعادلي در دو بازار باشد، مدل دو بازار فوق را در قالب  Q2 , Q1ه چنانچ -الف

Ax=d  بنويسيد، به طوري كه 2121 PPQQx ,,, 

 با استفاده از روش كرامر قيمتهاي تعادلي را به دست آوريد. -ب

 دانيد به دست آوريد. مقادير تعادلي را با هر روشي كه مي -پ

 

ماتريس  – مسئوال هشت











2

22
A .را در نظر بگيريد 

 معادله ويژه ماتريس فوق را بنويسيد. مقادير ويژه مربوط به آن را به دست آوريد. -الف

 هاي قطر اصلي آن باشند. را ايجاد نماييد، به طوري كه مقادير ويژه درايه Lماتريس قطري 

 را به دست آوريد.بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه  -ب

 مقادير ويژه را طوري نرماليزه كنيد كه متعامد نرمال شوند. -پ

واقعا  Xرا ايجاد نماييد. بررسي كنيد كه  Xبا استفاده از بردارهاي نرماليزه شده، ماتريس متعامد  -ت

 متعامد است.
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AXXرا محاسبه كنيد، به طوري كه  ماتريس  -ش   باشد . اين ماتريس را باL  مقايسه

 نماييد.

و   Aتوانيد راجع به معين بودن ماتريس با استفاده از اطلاعاتي كه راجع به مقادير ويژه داريد، مي -ج

AXXxqدر نتيجه درباره فرم درجه دوم  )( .اظهار نظر كنيد 

 

 بگيريد. فرم درجه دوم زير را در نظر – سئوال نهم

)(),,,( 323121
2
3

2
2

2
1321 4 xxxxxxxxxxxxq  

 فرم بالا را به صورت ماتريس زير بنويسيد. -الف

Axxxq )( 
 

 هاي آن،  بررسي كنيد. اين فرم را از نظر معين يا نامعين بودن با استفاده از زير دترمينان -ب

 

ه شده است كه آزمون ، از ما خواستAفرض كنيد در سئوال چهارم به جاي ماتريس  -سئوال دهم

بريم،   توانيد قضيه مشابهي را كه در سئوال چهارم به كار مي انجام دهيم. آيا مي Wمشابهي براي ماتريس 

 ، قضيه مورد نظر را براي آن به كار ببريد.Wتوانيد با تبديل  استفاده كنيم؟ اگر جواب منفي است، مي

 ماتريس مبدل چگونه خواهد بود؟



















121

036

150

W 
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